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AVERTISSEMENT. 


La publication de ce deuxième volume de la Mécanique 
analytique à éprouvé un retard dont nous allons exposer les 
principaux motifs. M. Lagrange en avait déjà fait imprimer 
les premières feuilles , lorsque la mort lenleva aux sciences. 
M. Prony se chargea de suivre l'édition de ce volume, et 
fut aidé dans la revision des épreuves par M. Garnier, 
Professeur à l’École Royale Militaire. Le manuscrit des VIIe 
et VIIIe Sections se trouva fort en ordre; mais étant arrivé 
à la IX Section , on reconnut que cette partie était incom- 
plète, et que le premier paragraphe seul en était achevé. 
M. Binet (J.) fut invité à faire avec MM. Prony et Lacroix, 
les recherches nécessaires dans les papiers de M. Lagrange , 
pour compléter , s’il était possible , les matières qui devaient 
entrer dans cette Section. Leurs recherches fournirent la con- 
viction que notre illustre Auteur m'avait fait que préparer 
cette partie, et que rien d’entièrement achevé n'avait été 
égaré. 

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des 
soins de impression , qui dans la Section IX en particulier, 
exigeait une grande attention , pour coordonner les matières 
et les notations de l’ancienne édition , avec ce qui était im- 
primé de la nouvelle, M. Binet (J.) a bien voulu se charger 
de ce travail, souvent pénible. On a profité de toutes les 
notes marginales rencontrées sur exemplaire deM. Lagrange, 
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et écrites de sa main. N'ayant pu renfermer dans le texte 
quelques matières relatives au mouvement de rotation, trop 
peu complètes pour former un paragraphe, on les a réunies 
dans une note à la fin du volume. i ; 

Une autre note a été formée d’une remarque également 
trouvée parmi les manuscrits; elle se rapporte au problème 
de la détermination de lorbite des Comètes, problème 


traité dans le paragraphe III de la section VII. 
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SEPTIÈME SECTION. 


Sur le mouvement d'un système de corps libres, regardés comme 
des points, et animés par des forces d'attraction. 


Ox Peut ranger en trois classes tous les systèmes de corps qui 
agissent les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le 
mouvement par les lois de la Mécanique ; car leur action mutuelle 
ne peut s’exercer que de trois manières différentes qui nous soient 
connues, ou par des forces d’attraction, lorsque les corps sont 
isolés, ou par des liens qui les unissent, ou enfin par la collision 
immédiate. Notre système planétaire appartient à la première 
classe, et par cette raison les problèmes qui s’y rapportent doivent 
tenir le premier rang parmi tous les problèmes de la Dynamique. 
Nous allons en faire Pobjet de cette Section. 
Méc. anal. Tom. II. 1 
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Quoique dans les.systèmes de cette classe, où les corps soft 
supposés se mouyoir librement, il soit très-facile de trouver les 
équations de leur mouvement, puisqu'il ne s’agit que de réduire 
toutes les forces à trois directions perpendiculaires entre elles, 
et égaler, par le principe des forces accélératrices, la force suivant 
chacune de ces directions, à lélément de la vitesse relative à la 
même direction, divisé par l'élément du temps; néanmoins lusage 
des formules données dans la quatrième Section est toujours pré- 
férable, parce qu’elles fournissent directement, et sans aucune 
décomposition préalable de forces, les équations différentielles les 
plus simples, quelles que soient les coordonnées qu’on emploie 
pour déterminer la position des corps, même lorsque les corps, 
aù lieu d’être tout-à-fait libres, sont contraints de se mouvoir sur 
des surfaces ou des lignes dénnées. 

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons 
usage. 


1. Soient m, m’, m”, etc. les masses des différens corps regar- 
dés comme des points, x, y, z les coordonnées rectangles du 
corps m,.x', y’, z' celles du corps m’, et ainsi de suite; ces coor- 
données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l’espace. 
On fera 


3 2 2 a Ja a Le 
T=m dx LEP ms 1m’ dx’ LA si dz ete. 


Etsi à la place des coordonnées rectangles x, y, z on veut em- 
ployer d’autres coordonnées quelconques £, n, €, il wy aura qu'à 
substituer les valeurs de x, y, z en £, n, € dans la formule 
dx? +- dy + dz*, de même on substituera dans dx + dy" + dz” 
les valeurs de x’, #', z! en £!, x», €, si on veut transformer les 
coordonnées rectangles x’, yiiz! en £’, n’, ¢', et ainsi de suite. 
De cette manière la quantité T deviendra une fonction des variables 
č, n, 6, É, w, €, etc, et de leurs différences premières, 


SECONDE PARTIE, SECTION VII. 3 


Soient maintenant R, Q, P, etc. les forces avec lesquelles chaque” 

point de la masse m tend vers des centres fixes ouenon, dont 

les distances soient #, g, p, etc., lesquelles étant données en x, 
F2 z, deviendront aussi des fonctions de £,-n, £; on ) 


= RITARIA Pdp + ete., 


soit que JII soit une différentielle complète ou non; et dénotant 
par les mêmes lettres marquées d’un trait, de “deux traits, etc., 
les quantités analogues relatives aux corps m’, m", etc.; on fera 
de plus 

ÒF = MAI + m1 + mA" + ete. 


Si, outre ces forces r A vers des centres donnés, il y avait 
des forces d'attraction“ mutuelle entre: toutes les molécules des 


corps m et m’, en nommant r la distance de ces corps regardés 
comme des points, et R- la force d'attraction dépendante de la 


distance ou non, il faudrait ajouter à AZ le terme mm' Rdr, et 
ainsi pour tous les autres corps qui s’attireraient mutuellement: 

Or les corps étant supposés libres, les coordonnées-qui déter- 
minent leur position dans l’espace sont indépendantes, et chacune 
d'elles, comme £, donnera-une équation de la forme 


òT ÒT y 
dime nap ao: 


2. Lorsque les quantités JN, AI’, etc. sont des différentielles 
complètes, ce qui a toujours lieu dans le cas où les forces sont 
proportionnélles à des fonctions quelconques de leurs distances 
aux centres d'attraction, lequel est celui de la nature, il sera plus 
simple de prendre d'abord les intégrales IT, I’, etc., lesquelles 
seront 

n = /Rdr + fQdq + SPdp + etc., 
N = [R'dr'+ [Q'dg'+ S'P'dp'+ etc., 
etc. : 
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et la quantité 77 deviendra % 


~ P= ml + mN Hn" +etc., 


laquelle € nt réduite en fonction des variables £, n, €, £’;""!, etca c 
il sera aisé d’en déduire par la différentiation les différences par- 


tielles + 24 rte: Dans ce cas, si les fonctions T'et y ne ren- 


erment point le temps fini t, on aura toujours l'intégrale 
T+ Z =H, 


H étant une constante arbitraire, laquele, renferme le principe 
qes forces vives. 


CHAPITRE PREMIER. 

Du mouvement d’un corps regardé comme un point etattiré, vers un 
centre fixe, par des forces proportionnelles à une fonction de la dis- 
tance ; ét en particulier du mouvement des planètes et des comètes 

- «autour du soleil. 


3. LORSQU'ON ne considère que le mouvement d’un corps isolé, 
on peut supposer sa masse m égale à l'unité, et Pon aura sim- 
plement 


T — ES Fm 


Me CS Es 


AV = Rer + Qdq + Psp -+ etc. 


et 


Dans ce cas, quelles que soient les trois coordonnées qui déter- 
minent le lieu du corps dans l’espace, comme elles sont indépen- 
dantes, elles donneront trois équations différentielles de la forme 


dE -g +t =o, 
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auxquelles on pourra joindre l'équation du premier ordre 


T + PE, 


qui tiendra lieu de l’une d’entre elles. 

Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, en désignant 
la résistance par R, il n’y aurait qu'à ajouter à la valeur de A7 
les termes (art. 8, ‘Sect. I). 


R (Fest? Ÿ dy + E sz); 
mais l'équation T'+ Z = H n'aurait plus lieu. 


4. Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par 
une force R fonction de la distance 7 du corps au centre, on aura 
simplement Z = / Rdr. : 

Prenons la distance 7r pour Pune des coordonnées du corps, et 
prenons, pour les deux autres, l'angle 4 que le rayon vecteur 7 fait 
avec le plan des x et y, et l'angle ® que la projection‘de r sur ce 
plan fait avec laxe des x; en plaçant l’origine des coordonnées 
rectangles x, y, z dans le centre des rayons r, de manière 


que Pon ait r= Vx° + y*+z", on trouve facilement 
x—rcos4Àcos®, y= rcos4 sing, z—rsin\, 


et de là 


p= ÉCRIRE. ps [Rare 


nii 
On aura donc ces trois équations différentielles relatives à 7, 4, Ø, 
òT aS 
dyg Ta tT 
T. diet 
NU E e 
EE IT i 
dT ie = Dies: O, 
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lesquelles-deviennent 


De Ce gd"), ER 0: 
PE ie 


de = 2 


7° cos Ÿ° dk 
d. = EEA i 
x à i 
et l'équation T+- 7 = H donnera tout de suite cette première 
intégrale, 
r° (cos CPE d4) + dr’ + ofRdr=2H, 


dans ine H est une constante arbitraire. 


5. La dernière des trois équations différentielles est intégrable 
d'elle-même; sonsintégrale est | 


r cos’dg 
dt =o; 


C étant une:constante arbitraire; et la seconde devient intégrable 


de 


en y substituant pour + sa valeur tirée de celle-ci, et en 


Le Ge 
r°cos Ÿ* ? 
la multipliant par 27*d4 ; l'intégrale est 


rt dd” C* 
dt? Tong cosp T = E", 


E étant une nouvelle constante arbitraire. 

Je remarque d’abord sur cette intégrale, que-si on suppose 
que 4 et ai soient nuls à la fois dans un instant, ils seront tou- 
jours nécessairement nuls; car en faisant pour un instant 4 = 0 
et 2 =o, là dernière équation donne C* = E* ; et elle devient, 
par la substitution de. C* au lieu de E:, 


ds -gp m C* tan Ņ= = 0 
5 è 


| 
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dguele ne peut avoir lieu qu’en faisant loun 


Vi O1 et. 0 

La supposition dont il s’agit revient à faire-ensorte que le corps 
se meuve dans un instant dans le plan des x et y, ce qui est 
toujours possible, puisque la position de ce plan est arbitraire; 
alors le corps continuera de se mouvoir dans le même plan, et 
décrira nécessairement une orbite plane, c’est-à-dire une ligne à 
simple courbure. C’est ce qu’on peut aussi démontrer directement 
par l'intégration de la même équation. 

Car en y substituant pour dż sa valeur tirée de la première 
intégrale, elle devient 


_Cdÿ_ 


cos} dpi meer cos Ss = E*. 


; d ; 
Soit, lorsque 4 = 0; A = tang ¿, on aura 


a Te a c: 
ae C + C tang À RTE. 


12? 
et la dernière équation se ARE en 


apo Lei > WE À 
cospidpi — cosii cos i mpi tang 4°, 


d’où l’on tire 
cos Ÿ* y tangi’ —tangŸ* ? 


équation séparée dont l'intégrale est 


tang 


ọ — h = angle ( sinus = Tangi 


ou bien 
tang 4 = tangi x sin (0 — A), 


h étant la valeur de ọ lorsque ẹ4 =o. 
Cette équation fait voir que g—A et 4 sont les deux côtés 
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dun triangle sphérique réctangle dans lequel À est angle opp 
au côté 4. Ainsi puisque l'arc @—A est pris sur le plan des x, 
et que Parc + est toujours perpendiculaire à ce même plan, il 
s'ensuit que larc qui joint ces deux-ci, et qui forme lhypoténuse du 
triangle, fera ayec la base. ọ — A l'angle constant 7; par consé- 
quent cet arc passera par les.extrémités de tous les arcs 4,- et 
tous les rayons 7 se trouveront dans le plan du même arc, lequel 
sera ainsi le plan de l'orbite du corps, dont inclinaison sur le plan 
des x et y sera l'angle constant z, et dont l'intersection avec ce 
même plan fera avec l'axe des x l'angle h. 

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des x et y pour l'éclip- 
tique, @ sera la longitude sur l’écliptique, 4} la latitude, 2 la lon- 
gitude du nœud de l'orbite, et z son HER. 


‘à 


£. Ga maintenant l'intégrale 
r sdo’. d 2° 7* 
(cos4°do $ Y) + d +ofRdr=2H; 


en y substituant pour d sa valeur en dọ trouvée ci-dessus, elle 


devient 
r*cos id 
Eana + dé + af Rdr= 2H, 
laquelle doit être combinée avec Pautre ntégrele 


7* cosŸdp _ 
dt Ra GC, 


4 : 


Si on y substitue la valeur de dọ tirée de celle-ci, et qu’on fasse 


Q NÉE 
z; =D, on aura l'équation 


SE + + Rdr= Cr E NS 
d'où Pon tire 
dr 


/ D 
2H — 9fRdr — ss 


dt = 


En 
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En intégrant cette équation on aura l'expression de # en r, et 
réciproquement celle de 7 en £. 4 


7- On aura ensuite @ par l'équation 


D cosidt. 


PE Fond 


or, comme le plan des angles ọ est arbitraire, si on le fait Coïn- 
cidemavec le plan de lorbite, en faisant Z=0, on aura aussi 


Ÿ= 0 (art. 5), par conséquent dọ = =, et dans ce cas, l'angle 
dọ sera celui que le rayon.r décrit-dans le plan de l'orbite. Donc 
: ps LESC TE Dd 
si on désigne en général cet angle par d®, on aura dd = = A CL 
substituant la valeur de dt en dr, 
‘€ | dö = Bd 


EER BP, TK 
2H — 9f Rdr — 2 


équation dont l'intégrale donnera la valeur de & en 7, et récipro- 
quement celle de r en ®. 


Ensuite on aura @ en Ọ par l'équation 


AGE cos dde 


cosi ? 


laquelle, en substituant, pour,.cos A}, sa valeur tirée de l'équation 
tang}. = tang 4 X sin (9 — Å) trouvée ‘plus haut, devient 


ns dy 
; dè = cosit [1 4 tangi’ sin (p —A)*] 
RP à = -c0sid,tang(o = h) 


— cosi’ + tang (ọ — h)” ? 
d'où Pon tire par l'intégration 


® + k = angl (tang = MT) 3 


cost, 


Qs 


Mé. anl. Tom. II. 
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# étantune constante qtraine; et de à à 
ke Te = cosi X tang CE x 


équation qui indique que ®+4-k est l'hypoténuse du même triangle 
sphérique rectangle dont la base est ọ— h, et l'angle adjacent z 
(art. 5), et dont le côté opposé à ż est 4. 

On voit par, laque ® + k est l'angle décrit par le-rayon.r dans 
le plan de lorbite, et dont l’origine est à la ligne d’intersection de 
ce plan avec celui des x,.y; que ®—h est l'angle décrit par la 
projection de ce rayon sur le même plan, et que ù est l’inclinai- 
son du plan de l'orbite sur le plan fixedes x, y: a 


J 


8. Le problème est donc résolu, puisqu'il ne. dépend plus que 
de l'intégration des deux équations séparées entre £, Det r; les 
six constantes arbitraires nécessaires pour l'intégration complète 
des trois équations différentielles en 7; @ et 4 seront z, h, D, H, 
et les deux que l'intégration introduire dans = jee de t et 
de ®. sir w 6! 


Dans la solution que nous venons de donner , nous avons pris 
pour coordonnées le rayon vecteur avec les deux angles de longi- 
tude et de latitude, pour nous conformer à l’usage des astronomes; 
aussi cette solution a-t-elle l'avantage d'offrir directement la plu- 
part.des théorèmes que l’on ne trouve ordinairement que par la 
Trigonométrie sphérique: Mais en Penvisageant du côté analytique, 
elle est moins simple que si on avait conservé les coordonnées 
rectangles primitives;-c’est ce qu'il estbon de faire voir, d’autant 
qu'il en résultera de nouvelles formules qui pourront être utiles 
par la suite. 


g. En prenant x, y, z pour les trois variables indépendantes, 
les formules générales de l’article 3 donnent tout de suite les trois 
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équations différentielles 


d'æ EAEN 
Te —+ R aeS 0, 
Be Mt) 
d'z ER 
Tr +R E Ta 
et l'équation intégrale 
& A VE 
dx* + dy" + dz + SRdr = H. | è 


2dt* 


En chassant R des trois équations différentielles, on a immé- 
diatement trois équations intégrables ét dont les intégrales sont 


dy — ydx 
che aio, 
Fr al 
vds — zdy 
dt = À 


? 
Q, B, A étant des constantes arbitraires dont la première est la 


Este dọ TOAG 


même que celle de l'équation == article 5, parce qu’en 


effet celle-ci n’est qu’une du di de l'équation ENIT — G 
par la substitution des valeurs de x, y, z de Particle 4. 

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données 
pour un. système de corps, dans l'article g. de la Section ILE, d’où 
nous aurions pu les emprunter. 


10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équa- 
tions, et employant cette réduction connue, 


(xdy —ydx) + (zdx — xdz) + (ydz — zdy)" 
= (x+y 2) (dx + dy*+ dz") — (xdx +ydy +-zdz)', 
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on a léquation 7. 


(dE + dy° +d) — rrd y z = 
CES ED EC di B° C, 


laquelle, en +y substituant, pour dx°+dy*+ dz*, sa valeur tirée 
de la première intégrale, et faisant pour abréger, 
A° +8" pO =D", 
donne | OCR 
ar (H— Rd) — Te = = D, i 


doù, Pon tire tout de suite 
dr. 


Py 2(H— fRdr) — Far 

comme dans larticle 6. | j 

Les mêmes équations étant ajoutées ensemble, après avoir 
multiplié la première par z, la seconde par y et la troisième par x, 
donnent celle-ci : $ à 

Cz + By + 4x = 0, 

laquelle est à un plan passant par Vorigine, des coordonnées, 
et fait voir que l'orbite décrite par le corps est une courbe plane 
décrite autour du centre des forces. | 


11. Nommons £, # les coordonnées rectanglės de cette courbe; 
l'axe des ¢ étant pris dans la ligne d’intersection du plan de la 
courbe avec celui des x, y; nommons de plus, comme#dans 
Particle 5, À angle formé par ces deux plans, et # l'angle que 
la même ligne d'interséction fait'avéc Paxe des x; "ces deux 
quantités z et À seront constantes; et par les formules connues 
de la transformation des coordonnées, on aura 

x = £cosh — ncosz sin, 
y = ģsinh + n cosįcosh, 
2 = NBR 
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Ces valeurs étant substituées dans les mêmes équations > donne- 
ront: celles-ci : | t 


ét mu g nde si = Oy 


r h = A. 


Ajoutant leurs carrés ensemble, et extrayant ensuite la racine, 
on a 


d d IEE TOIR aT 
EME oiy g E EC 


ma TAE 


cos È 
de sorte que les valeurs des constantes Z, B, C seront 
L" 
C= Dcosi,, B=— Dsinicosh, A = Dsinésinh. 
Or désignant par ® +4, comme dans l’article 7, l'angle que le 
rayon 7 fait avec la ligne d’intersection du plan de Porbite et du 
plan fixe des x, y, il est clair qu'on aura 
č = rcos(D+#), n = rsin (Č + $), 
et la dernière des équations précédentes deviendra 
rdo = Dåt, 


brule donnie-le théorème: connu des secteur? fr°d® proportion- 
nels aux temps #. 


Substituant la valeur de dt, on aura 


doi Ddr 


= 
r° y-n- 2fRdr — 2 
comme dans Particle cité. 


. Ainsi le problème est de nouveau réduit à l'intégration des deux 
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équations séparées en t; ® et 7, que nous avions déjà trouvées 
ci-dessus (art. 6 et 7); mais cette intégration dépend Pexpres- 
sion de la force centrale, R en fonction du rayon r. 


12. On voit par ces équations, que ce rayon sera le plus grand 
ou le plus petit, soit relativement au temps t, soit relativement 
à langle ®, lorsqu'il sera déterminé par l'équation 


2H — ofRdr =? = o 


Supposons qu’en intégrant ces mêmes équations, on prenne les 
intégrales en r de leurs seconds membres, de manière qu’elles 
commencent au point où r est un minimum, et que langle ® 
commence aussi à ce point, Pangle & sera alors celui que le rayon 
qui passe par le même point fera avec la ligne d’intersection de 
l'orbite ayec le plan fixe (art. 7); ét cette constante $, jointe à 
celle que l'intégration peut ajouter à £, et aux constantes 4, B, 
C, H, ou D, i, h, H, complètera le nombre des six cons- 
tantes arbitraires que l'intégration des trois équations différen- 
tielles en x, y, z et £ doit donner, 


15. Si maintenant on fait. 3- -7 
X =r cos; K r cost, 


il est clair que X @ y seront les coordonnées rectangles de la 
courbe, placées dans son plan, et ayant la même. origine que le 
rayon 7, les abscisses X- étant dirigées verse point où 7 est 
un minimum; et si on substitue ces quantités dans les expres- 
sions de £ et n de l'article 11, on aura 


g = Xcosk— Ysink, n = Ycosk-+ Xsink. 


Substituons ces-+yalcürs dans: celles de x, y, z du mêmé artiċle, 
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‘et faisons pour abréger , | 


a = cos k cos — sin ksin hcosi, 
B = — sink cosh — cos ksin h cosž, 
a, = ĉos ksin h -+ sink cosA cosi, 


B,= — sin ksinh + cos k cos% cosz, 
Ps a = sink sin? , + 
i B,= cosk sinz, * 
on aura 


x = aX + BY = r(acos® + Bsind), 
Y = aX B Y= r(acos® + Bsinb), 
me d,X 4 BY = r(acos® + Bsin D) 


expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du 
mouvement dans l'orbite sont séparées des quantités qui dépendent 
uniquement de la position de l’orbite, relativement ausplan fixe 
des x5°7. 

Ces expressions de x, y, z sont conformes à la théorié géné- 
rale exposée dans la seconde Section (art. 10), et on aurait pu 
les en, déduire immédiatement. Fe 

En effet, en considérant tout de suite le mouvement dans Por- 
bite, on a les coordonnées X, Y, la troisième Z -étant nulle; 
lesquelles ne renfermant que trojs constantes arbitraires, peuyent 
être regardées comme des valeurs particulières des coordonnées 
générales x, y, z; ensuite on aura celles-ci, par le moyen des 
coefficiens æ, B, «, , etc., qui renferment les trois autres constantes. 


14, Si, au lieu de considérer le mouvement dans l'orbite propre 
du corps, on rapportait ce mouvement à un plan quelconque; par 
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les trois coordonnées X, Y, Z, lesquelles ne continssent aussi 
que trois constantes arbitraires, on aurait alors par la même théo- 
rie les expressions générales 


. X= aX “= BY + Z, 
e = a, X + B,Y + NZ ; 
z = ŒX+ BY yZ, 7 


et comme on a trouvé dans l’article 10 de la troisième Section, 


7 = db, — Bia, , Yı = ba, — aß, Ya = iab, Eez Ba, 
on aurait 4 


7 =sinhsini; y,=—coshsini, y, = COS. 

Ces valeurs de a, B, y,1«,, etc. renfermant les trois arbitraires 
k, h, į satisfont d’une manière générale aux six équations de con- 
dition données dans Particle 10 de la Section III dé la premiére 
Partie, à 

apapa, PEBE, V+ +=, 
aß -+a b Hab = 0, ay -+H ayi tH ay =o, By + By: + Baya = 0. 

Après avoir donné les formules générales pour le mouvement 
Qun corps attiré vers un point fixé, il ne reste qu'à les appliquer 
au mouvement. des planètes et des comètes; c’est l'objet des pa- 
ragraphes suiyans. ba 
$ r 

Du mouvement des planètes et des comètes autour du soleil 
supposé fixe. 
15. Dans le système du monde, la force attractive étant en raison 


inverse du carré des distances, on fera R= E , g étant la force 


attractive 
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attractive d’une planète vers le soleil, à la distance =1, ce qui 
donnera [Rdr = — 5, | g p: 

Substituant cette valeur dans l'équation entre ® et r (art. 11), 


D? 
on voit que la quantité sous le signe devient 2H ds rs la- 
quelle peut se mettre sous là ARS M 


mp): 


alors le second membre de l'équation exprimera la différentielle de 


l'angle ayant pour cosinus la quantité sé 
D g 
ir TD 


de sorte qu'intégrañt, ajoutant à ® la constante arbitraire K, et 
passant des arcs à leurs cosinus, on aura 


Doig v4 | g 
m = 2H + p X COS (D + K). 

On voit que la plus petite valeur de 7 aura lieu lorsque l'angle 
D +XK est nul; de sorte que, comme nous avons supposé (art. 12) 


que langle D commence au point qui répond au minimum de r, 
on aura K == 0; 


Donc, en faisant pour abréger, ` 


D z AUE gea yino $ 
ALAE 

1 + e cos® ? | 
équation polaire d’une section conique dont b est le paramètre, e l'ex- 
centricité, c’est-à-dire, le rapport de la distance des foyers au grand 

axe, 7 le rayon vecteur partant d’un des foyers, et ® l'angle qu’il 


fait avec la partie du grand axe qui répond au sommet le plus 
proche de ce foyer. 
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on aura 


" — 
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“La plus grande et là plus petite valeur de 7 étant? et 


b 
p 5 1e’? 
leur demi-somme sera ——; Cest la distance moyenne que nous 


La par a; de sorte Le aura 


e aie), 


et si on substitue ici por b et e leurs ie en D et H, on 


aura 


1— € Ste 


1 
À ? 
a à 

se d 


d'où Pon voit que la constante H doit être négative pour que 
Porbite soit elliptique; si elle était nulle, laxe 24 serait infini, 
et Porbite deviendrait parabolique; mais si elle était positive, Paxe 
2a serait négatif et l'orbite sérait hyperbolique. Dans le premier 
éas, la ‘valeur de lexcentricité e sera moindre que unité; elle 
sera —1 dans le secondieas;ret >> 1 dansle! troisième. . 

Il y a encore une autre hypothèse d'attraction qui donne aussi 
une orbite elliptique, c’est l'attraction en raison directe des dis- 
tances; mais comme elle n’ést point applicable ‘aux planètes, nous 
ne nous y arrêtérons pas ici; On peut voir les Principes de Newton 
ét les ouvrages où l’on a traduit ses théories en Analyse. 


16. Revenoris maintenant à l'équation qui.donne ¿enr (art.10), 


et substituons-y — E à. la place de J'Rdr, gb=ga(i—e) à la 


place de D*, et — © à la place de 2/7; elle deviendra 


laeo noreg of i Mme 5 4 ; 


Faisons. 1— ne e cosb, ce qui donne 


RI 


r = a(ı — e cosb), 


a 
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dos == VER (1— e cos) d8, 
et intégrant ayec une constante arbitraire Cy 
t—0 = 4/E x (â—esin8). 


Cette équation donnera 8 en f, et comme on a r en 8, on aura 
par la substitution, r en £. 


Si: on. fait la même substitution dans ali entre Q et r de 
Part, 11, ôn aura célle-ci: 
Be tac dy ie. 
, i j ‘av — 1e cosh’? 
dont Pintégralė est 
1 —e 


D = ang. (anti) + const. 
Mais on peut avoir la valeur de ® en sans une nouvelle inté- 


gration, par la simple comparaison des valeurs de T, laquelle 
donne l'équation 


b * 
1Lecos® — a(a—=ecosô), 
d’où l’on tire, à cause de b= a(1ı — e); EEAS 
ià cosl —e 3 TE ‘ sin 84 
CSP D cos? Er VISE, 


et de là 
lung x = A Le) x tang, 


On voit par ces maea que lorsque l'angle 8 cst augmenté de 
560° le rayon r revient le même, et que l'angle ® est aussi aug- 
menté de 560°, Ainsi la LS revient au même point, après 
avoir fait une révolution entière. Or l'angle 8 augmentant de 560°, 
le temps { se trouve augmenté de VE T% 560°; c’est le temps 


que la planète emploie pour revenir au même point de son or- 
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bite, et qu'on nomme le temps périodique. Ainsi ce temps ne 
dépend que du grand axe 2a, et ik est le même que si la planète 
décrivait un cercle ayant pour rayon la distance moyenne a. Dans 


* 
ce cas on aurait e=0, {—c—0 VZ et = ®; ainsi le temps 


serait proportionnel aux angles parcoutus. Et si on suppose 
g=1, et qu'on prenne la distance moyenne a de la terre pour 
Punité des distances, les temps seront représentés par Tes 
angles mêmes que la terre décrirait si elle se mouvait dans un 
' cercle dont la distance moyenne serait le rayon, avec une vitesse 
égale à l'unité. Le mouvement, dans ce cercle, est celui que les 
astronomes appellent mouvernent moyen de la terre ou du soleil, 
et auquel ils rapportent communément les mouyemems des autres 
planètes. 


17. Lorsque l’orbite est hyperbolique, le grand axe æ devient 
négatif, et l'angle 8 imaginaire. Pour appliquer les formules pré- 


: ; i | © 
cédentes à ce cas, faisons a=— £, et 8 = —=, on aura par 
—] 


vV 


les formules connues, À étant le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est 1, 


i +i 
, cosl = — ‘ 


1? 


sin = : —#+ 
2V —1 


et les équations de l’article précédent deviendront 


© 


D; 


3 © 
t—c = V£(e—ex = 
Ve 


mi 
a 


C4 à 
e+-1 m Sy z0 


$ 
tang - = mro 7 
2 V e—ı o mte : 


à cause de e >. 


18, L'équation r(1+ecos®)=b, trouvée dans Particle 15, 
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donne, en substituant X pour rcos® (art. 15), 


E Dev Or eT 
X= —— ETS M 


Substituant pour 7 sa valeur en 0, a(1—ecos@), on aura 
X = a(cosû—e), 
et comme Y = /7°— X>, on trouvera 


Y= ayi— ex sin 8, 
» 

expressions fort simples qu'on pourra substitéer dans les ex- 
pressions générales derw, y, z du même article. 

Ainsi il ne s'agira plus que de substituer la valeur de 8 er t, 
tirée de l'équation donnée dans l’article 16, pour avoir les trois 
coordonnées en fonctions du temps. 

å ED 

19. Langle 8 que nous venons d'introduire à la place de 4, est 

ce qu'on appelle en Astronomie anomalie excentrique, et qui 


répond à l'anomalie moyenne (t— e) v £, ct à Panomalie 


vraie ®; niais les astronomes ont coutume de compter ces angles 


depuis le sommet de lellipse le plus éloigné du foyer où le soleil 


est supposé placé, et qu’on nomme aphélie ou apside supérieure, 
au lieu que dans les formules précédentes, ils sont supposés comptés 
depuis le sommet le plus proche du même foyer, qu’on nomme 
périhélie où apside inférieure. Pour les rapporter à Paphélie, il 
ny aurait qu'à y ajouter l'angle de 180°, ou, ce qui revient au 
même, changer le signe de la quantité e; mais en prenant Pori- 
gine des anomalies au périhélie, on a l'avantage d’avoir des formules 
également applicables aux planètes, dont l'excentricité est assez 
petite, et aux comètes, dont l’excentricité est presqu’égale à l'unité, 


leur grand axe étant très-grand, tandis spk le paramètre conserve 
une valeur finie. 
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20. Il nous resté à déterminer 4 en ¿; c’est-à-dire lanomalié 
excentrique par anomalie moyenne; c’est le problème connu sous 
le nom de problème de Képler, parce qu'il est le premier qui 
l'ait proposé et qui en ait cherché une solution. Comme équation 
entre # et 8 est transcendante, il est impossible d’avoir en géné- 
ral la valeur de 8 en £ par une expression finie; mais en suppo- 
sant l’excentricité e fort petite, on peutlavoir par une série plus 
ou moins convérgente. Pour y parvenir de la manière la plus 
simple, nous ferons usage de la formule générale que nous avons 
démontrée ailleurs (*), pour: la résolution en série d’une équal 
quelconque. 

Soit une équation de la forme 


mA? 0 u = b= TAR 8; à F p 
PE ao une fonction quelconque de 8; on aura réciproquement 
JŠ dr. d.(f.uY u)’ Le etc. 


Wa ut+fut eg 7a.3de : 


En général, si on demande la valeur une ‘fonction quelconque 


de 8 désignée par F.0, on fera #0 = LA bvet lon. aura 


h 


104 


F.8 = Fu+fuxE". PR RUE ra u] 


y BIKEA + de 


21. Pour appliquer cette branle à l'équation de l’article 16, on : 
fera f.80—e sinb, et 
ou = (t—6) LC á 
_ on aura immédiatement 


s saa": 
PEE Rs + etc. 


où il wy aura plus qu'à exécuter les différentiations indiquées ; 


(*) Voyez les Mém. de Berlin, années 1768—9; la T'héorie des Fonctions , 
chap. XVI, première Partie, et le Traité de Résolution des équations , note 11. 
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mais pour avoir des expressions plus simples, il conviendra de 
développer auparavant les puissances des sinus en sinus et cosinus 
dängles multiples deu. i 

On aura de même 


. N . . 2 
sin Ê = sinu ~} e sin COS u + é = 


; ; adu 
d’. (sin u’cosu): 
Ph re Cds nd 
h A EEE TT. A TI 
SE a disin u’ 
cosh = cosu — e sinu’ — e ——— 
à ey : odu 
| .sin u 
+ e anp m a ete 
sin uê 


sin u 


“cos u’ 
tang = tang u + e = t e u 


cosu’ 


+ e möda etc. 


On aura ainsi, par les formules des articles 16 et 17, 


. *, d.sin u’ 
r =a (1 —e cosu +e sinu’ + 6 = 
adu 
d*.sin ut 
et 
Fete sec.) z 


Teea: K —e cosu)" + ne sinu’ (1 — e cos 4)"—* 


ned .sinu? (1 — e cosu)” — 
+ 


PT H etc. ] : 
QE Nr 7 d.sinu 
X= a [cosu e(t sinu’) — e ET 
d’.sin ut 
3 —— -c —— 
2.8du? etc. |, 


— : x d.(sinu°cosu 
Y = avi ex sinuesinucosu + e $c) 


adu 
j PN 
+ e LA in neo) + etc. e)s 
tang ? — 14e ( sinu’ 
e3 VCE =) X Klans z RE EENT 1 + cosu 
d. sinu’ sinu’ 
a _ l+ cosu AATE TTAN 
+ s adu e 2.5du" E cte. y. 
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22. On pourrait tirèrsde là la valeur de l'angle ® par la série 
qui donne l'angle par la tangente; mais on aurait difficilement de 
cette manière une série dont on půt connaître Ja loi. Pour obtenir 
une telle série, il fudro tirer d’abord la valeur de langle de 
l'équation 


ce qu’on peut faire d’une manière élégante, en employant les expo- 
nentielles imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en pre- 
nant Z pour le nombre dont le logarithme “hyperbolique est 
Vunité, 


Ver —-y—ı V1 —-y—:ı 
f — 1 =y E L —i 

=V—1 —-y—:ı iaaii y 1 -zay 0 
i i È 5 


F ár 
laquelle se réduit à celle-ci : 


ii Vx —] 
Be 1— € ae, 
d’où l’on tire, en faisant Ve pank, = 


AV (+) cher 
., tnaa bye: 


ou bien, en supposant E = ——— 
AE el E 
Prenons maintenant les logarithmes- des deux membres, on, ‘aura, 


en divisant par y—1, 


=h be nl ul 2 = 
D=0+,7— (EE = (Bi a 
| réduisant 
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réduisant les logarithmes du second membre en série et substi- 
tuant, ensuite, à la place des-exponentielles imaginaires , les sinus 
réels qui y répondent, on aura enfin la série (*) 


© = 0 +2E sinb += — E sin 29 + 23 sin 50 + etc. 
n ne s'agira donc plus que dé substituer pour 8 sa valeur en v. 
Si donc on fait, pour abréger, 
U = cos u + E cos au + E" cos 3u + ctc., 


on aura é; i 
b= u+ 2E sinu +? * sin au 42E sin Sw- eto. 
jaji 


+ 2eEUsinu + 2E 


A CE CD) ete. 


On peut réduire la valeur de U à une forme finie, et l’on trouve 


U= | cosu = E LG VITE) toue 
1—9É£ court A a(1 — e cosu) 


Ces formules ont l’avantage.de doant la loi des séries, qui n’était 
pas connue auparavant. 
6 g l 
. 25. Puisqwen prenant le plan des x, y pour celui de l'écliptique 
supposée fixe, et supposant laxe des x dirigé vers le premier 
point dries, l'angle ® est ce qu’on appelle la longitude de la 
planète, l'angle 2 est la longitude du nœud, l'angle 4 est la latitude, 
il est clair que l'angle +4, dont g—} est la projection sur léclip- 
tique, sera la longitude dans lorbite comptée du nœud, ou ce qu’on 
appelle l'argument de la latitude, et équation (art. 7) 
tang (p—h) = cos i x tang (® +k) ; 
qui donne l'angle ọ par ®, pourra, lorsque l’inclinaison est assez 


petite, se résoudre en série par la méthode des exponentielles ima- 
mme 

(*) Voyez dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, de 1776, plusieurs 
applications de cette méthode. 
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æ 
Q 
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ginaires employée: ae" Il n’y aura qu'à mettre, dans hares 
sion dé en Bora la place de = = , D + à la place de £ =» Ct 


cosz à la place de Pa ce qui Frs * 


” t 
Æ, = 1 2 x 
cost =? saiel 5 
*n = e —| — |= = 
E UNE | — f tang 7” 
é r A [ iG 


et l’on aura ta + ss gE 
a ana ACER nus Jante 
(Goes) = sin 60+) i et, ct x 


La qa “ANE Pon p (art. Dale 
"i no'lje stagh = tangi sin(p=#h),s oib 
Re aussi se résoudre, de la même manière ; mais il en résul- 
terait une série-moins élégante. On aurait d’abord l'équation en 
exponentielles iina ghinirées pii étant le poses dont le logarithme 
hyperbolique est 1, 


o ii paaa O-R RV 
UE En E 


d'où: l'on tirerait 
jai al pa Golak v s A amelett ETAN h 
jtv: Sir 


SP AV Seal miaa Bpa Ty oe 


$ 


2 ? 


et preki les logarithmes , 
I D Con) a 
+= ) | 
Se (TI TV ip 
~a tagi Qh) Vi — ait 
Mur (you Oy, 
etc. ; 
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enfin, en développant . les puissances des exponentielles imaginaires 
et y substituant les sinus qui y répondent, on aurait 


$= = tangi x sin (p— h) 
ei [sin 3(p—A) — 3sin AT 


RL 


5 [sinb(e is; — bsin 3(9—h)+ 10 sin(g —)], 


+ lc, 


Les séries que nous venons de donner ne sont convergentes 
qu'à raison de la petitesse de l’excentricité e ou de l’inclinaison à, 
et ne sont par conséquent applicables qu'aux orbites elliptiques 
peu différentes du cercle et peu inelinées, telles que celles des 
planètes etde leurs satellites ; iln’y aurait d'exception que pour Pallas, 
une des quatre nouvelles petites planètes, dont l'inclinaison sur 
Pécliptique est d'environ 34°, ce qui donne pour (tang =y une frac- 
tion encore assez petite; de sortë que la série de la valeur de @ en ® 
sera très- -Convergente, mais la,série de 4 en @ de sera beaucoup 
moins, | s 

24. Après le cas où lexcentricité e estitrès-petite, le problème 
de Képler est encore résoluble analytiquement, dans le cas où 
l'excentricité est peu différente de l'unité, et qui est celui des 
orbites presque paraboliqués, comme celles des comètes. Dans ce 


cas, le demi-grand axe a dexient très-grand, et l'équation de 


Varticle 15, 
lon 0° +) 


dans laquelle b est le demi paramètre, donne 


b b^ 
sE YEE po bah ara 
w V am = rE ns 


| Léquation entresr et 9 (art. 16) étant mise $ 
: ans no: tæmbraouéi-y inp 
(t= c) y a trs 7 


ous la forme. 


Fiumetiador % 1 

fait voir que lorsque a est très-grand, 8 devient FT di , de 

sorte qu'on peut développer sin 0 en 8 — tres — etc. 
Ex faisant ces sapiuta dans PAO précédente, on aura 


gs 6 
y ) = 2.3. 2:5,4.5. aa ae i 
ï ost HUE 9h (fat) Ge) ts 
| ddro z0s'up -22Idrailqgs. Insmpaeru 


où l'on voit que la quantité 8.est de l’ordre. de ya Sidone on fait 
o2 = act quon né pousse lépprosimaton que jusqu'a aux termes 


de ordre À g> 0n aura 


tuog omab up 99 8€ ao up tyi: 
LEE, pe pl 
i ma bə a 
ad è at ee ie Mate. 


On trouvera par les s mêmes réductions, bee à 


UO D Ce = RÉ IN 
c9 ? ò 139 {pp | ser 
mE tang = ga me Ke rome detn pesgg 23 d 
Šip Looy at PS et " 
= vix o— Y5 o. 2, 4 


Soit T la valeur de Q lorsque AFP qui. est Me. “es. de la 
parabole; on a pour RE T èn a VYéquation du troisième 


degré, ę 
T PrE ARVA l 


e Se rs g n ‘dei 
: RE nn ET CT EE 
P %. ré 
. | sEdONDE PANTIE ;:SEGTIONVI.  - 
laquelle donne © o + B See nn vor à 


re EVE EP 
+ VAVE Vider à 


ET OT, T° ` 
IMMO. BTA 
Ti NO" CE 


et si on fait. 


AE 
onm aura © = T+? -+ ctc., et de là 
bT” T4 " 
r= LT) HE — at IT), 
PEUT L/f Tib F du ; 
ae A a ST e oi 4 . 
bT" r … 
X = }(b—T) + TE Er er = TT); : 
% s3 TS yb 
Y = Tyb+ AC aa T'yb). p 
/ ; 4 
Mais l’irrationnalité de l'expression de 7 empêchera toujours que 
ces formules ne soient d'un gränd usage dans lefaleul aBalytiġge 
des orbites paraboliques ou presque, paraboliques. 
25. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement para- 
bolique, qu'on peut déterminer le temps employé à parcourir un m 
arc quelconque de la parabole, par une formule assez simple, qui À ~% 
ne renferme que la somme des rayons vecteurs qui reonda aux à 
deux extrémités de l'arc, etla corde qui soutend cet arc. ” i 
En faisant a infini et © = 17 les formules Er donnent < 
6(t—c)Ve= DV HGr +T), r= tang $, 
s2 b (1 sa o DA 0(i—r) tt Var. 
Marquons par un trait les mêmes quantités rapportées à un autre | 
point de la parabole; la différence 4!—1, ou le temps employé à: 
- ce 3 


J ‘= ile ANALYTIQUE. 
parcourir un arc de parabole contenu jentre deux points donnés 
sera exprimé par la formule + + i 
po ivg = =b b (5H Tr) (rer). 
a on a X=b— r, Var b°, et si on nomme la corde 
qui joint les deux extrémités des rayons r et 7’, on aura 
v= (X'— X} + (Y! Yf =(r—r) 
+ (V/2br/— b — V ibr — b’). 
Soit, pour abréger, 
y U" = p — (r'— y, 
EF — Vabr E, 
équation d’où il s’agit de tirer la valeur de b. 
Faisant disparaître les radicaux et ordonnant les termes par 
rapport àb, on a x 
Pr) + D] — DD (HN HG 0 
d’où lon tire | 


on aura 


ga Ur er V hrr = U U). 
| CARPE) PONT U") 
ou bien en multipliant le b etle bas par rir- Varr—U",. 


D i 


` i diht Vr 0) 
Maintenant on a tr.= H4 ETE donc 
Pre, et T gag pre HO 574 
donc f 
U ; 
e= Yve = grz lb); 
Le : i 
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substituant la valeur de b, cette quantité devient + 
Cr +7) + Varr— U*] y [2l aù r)—.2V 477 —U*], 


Donc enfin, en remettant pour U* sa valeur, et faisant r4-7'=5$ , 
-on aura 
= GS Re VE D. 

6g 


expression qui peut se mettre sous la forme suivante, plus simple, 


l—t 


plo 


PL LA Qi — (s—v) 
6V£g 7 


comme on peut s’en assurer en prenant les carrés. 


26. Cette. formule élégante a été donnée d’abord par Euler , dans 
le septième volume des Miscellanea Berolinensis. On pourrait 
la déduire du lemme X du troisième livre des Principes mathé- 
matiques,. en traduisant en analyse la construction par laquelle 
Newton détermine la vitesse qui ferait parcourir uniformément 
la corde d’un arc de parabole, dans le même temps que Parc 
serait parcouru par une comète, et en observant que dans la 
parabole la demi-somme des rayons vecteurs qui aboutissent aux 
extrémités d’un arc quelconque, est toujours égale au rayon vec- 
teur qui aboutit au sommet du diamètre mené par le milieu de 
la corde parallèlement à l'axe, plus à la partie de ce diamètre- 
interceptée entre Parc etla corde; d'où et du lemme IX on tire 
la valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par 
la somme des rayons vecteurs qui répondent à ses deux extré- 
mités. 

On verra plus bas comment on peut étendre la même formule 
au mouvement elliptique ou hyperbolique. 


27. Enfin l'équation entre 8 ct ¿ cst+toujours résoluble par ap- 


Pr 
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proximation, lorsqu'on suppose le temps #très-petit; on a alors 
pour 8, et par-conséquent pour toutes les variables qui en dé- 
pendent, des séries ordonnées suivant les puissances dde t, et 
qui seront d'autant plus convergentes que la valeur de £ sera 
plus petite. Mais dans ce cas il est plus simple Qen tirer la sólu- 
tion directement des équations différentielles en x, y, z et t de 


l'art. 9, en y faisant R = 5. 
En regardant les. variables x, y, z comme des fonctions def, 


ét supposant qu’elles deviennent x+-x', y+’, z+2", lorsque t 
devient £+{', on a en SE rm br. le ssir. connu, 


1 dx dx 
7 e T Tx ns + cie 
En dy y dr a THR xdi etc. 
2 dz Pz ia 
et il ne s'agira que dy mec les ee die différentielles de 
x, yY, Z, déduites des trois équations iisti 


Éd [A Lap a'z gz __ 
d : aai A DJ 0; T1. 3 = 0; 
a on pourra joindre, pour simplifier le. calcul, l'équation 
en 7 de Particle 10, 
r*dr’ d 
2H" -l agr = “Te = D, 
laquelle étant différentiée et divisée par 2rdr, donne … 
d'où, en différentiant de nouveau et faisant, pour abréger, 
rdr À 
s = Jr » ON a celle-ci : 
sa i 
B+E =o, 


laquelle est tout-à-fait semblable aux précédentes, 
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On aura ainsi, par des différentiations et des substitutions suc- 
cessives, 


Mg 

dt Sp ra 

Dr EXT 

w=] S LUE +5) x 
RSS 

De = (ES x p BE Le 
Eaa a, DE 


et ainsi de suite. 
On aura de pareilles expressions pour les différentielles de y 
et z, en changeant seulement x en y etz. 


28. On fera donc ces substitutions, et comme les quantités x, 
y, z et leurs différentielles se rapportent, dans ces formules, au 
commencement du temps ż', si on y change £' en #, et quon dé- 
signe par x, y, Z, r, s les valeurs de x, y, z, r, s qui répondent 
à {= 0, et qu'on UNE, pour abréger , e | 


ee 38 > at — 


T= —5 x" CE + (Ex 


Re = )x X 5 

PITRE” R RE 
RE | 
+ (Ex ESS HE) + ete., 


1 
on aura ces expressions : 


TER VTT Pi 2 + GP 
Méc. anal. Tom. II. 5 
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A l'égard des constantes s et que renferment ces expressions, 
il est bon de remarquer qu’elles se réduisent immédiatement aux 
constantes D et H, d’où dépendent les élémens d, b, c de Por- 
bite elliptique, comme nous Favons vu dans Particle 8. Car en 


rapportant au commencement du temps ź les deux équations en 7 
de l’article précédent, on -à- 


d SUP: | 
CL 2a — agr = 2H — D'y "p —#=92f, 
savoir : 
sì = agr + 2H — D’, =H +Ë, 
et substituant pour H et D' leurs valeurs — £., et gb (art.15), 


on aura di gen | 
eo: s'=g(or—T—b); 


Top Pon tire 
* 1 1 ds y s* 
A eei i i 
On voit par là que les quantités T.et Z ne dépendent que de la 


figure dè Porbite, et nullement de la position de son plan. 
29. Comme la -quantité cn ; ou s est déterminée. par une équa- 


tion ‘différentielle semblable à celles qui déterminent x, on aura 
aussi poür cette grd une LE semblable, en changeant 


seulement x et & en s E r On aura ainsi 


rdr . nadó 
Ar =s P P7 Z: 


De là, en intégrant et ajoutant la constanté’ r*; . 


p= rt 2 TU EE dt, 


+ 
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où les intégräles doivent être prises: de manitre qu'elles soient 
nulles lorsque 40. On aurarainsi, en substituant les valeurs de 
T'et 7, et ordonnant les termes par rapport aux puissances de, 


naha à RENE 


[ses 7 
RSR T)AR 7; 
9g „sds. 1bgs 5) y 
Bus © Le ali ARPAN A, 
etc. 
Cette expression de r* doit être identique avec celle que don- 

neraient les valeurs de x, y, z; car puisque r*=x* +" +2", 
on aura aussi 


En = (k + y’ +z’) T" +2 “ne ik, 


Pr ti + dz° y”. 


Or xte yt PES, SENTE +łdz Nes, et 


de + dy’ she 
tt 
= A+ Eat a) = RHE, 


de sorte qu'on aura 


= rT" + sT + (+5) pie 


= Pak, + = (art. 9) 


valeur qui coïncide avec la précédente. 
$ IT. 
Détermination des élémens du mouvement elliptique, ou parabolique. 


50. Dans la théorie des planètes, on nomme élémens les six 
quantités constantes qui servent à déterminer la figure de l'orbite, 


Hire 


k 
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sa position: par rapport à un plan fixe qu'onsprend pour celui de 
lécliptique , et Pépoque ou s moment du passage par Paphélie ou 
par le périhélie. 

Soit, comme dans le SE ie a a le demi-grand axe 
ou la distance moyenne, et b le demi-paramètre; ces deux élé- 
mens déterminent la figure dé l’orbite, et si on nomme e l’excen- 
tricité, ou plutôt le rapport de la distance des deux foyers au 
grand axe, on a b—œ@(1—e*), et par conséquent 


/ b 
PAES, 1——, 
à k a 
RET e 


Soit, de plus;,c le temps qui répond aw passage de la planète 
par le périhélie ; cet élément, avec les deux précédens, servira à 
déterminer le mouvement elliptique , indépendamment de la posi- 
tion de lorbite dans Pespace. 

Pour déterminer cette position, soit # la longitude du périhélie 
comptée depuis la ligne des nœuds, c’est-à-dire, l'angle que la par- 
tie du grand axe, qui répond au périhélie fait avec la ligne d’inter- 
section du plan de l'orbite, avec un. plan fixe; cet élément déter- 
mine la position de l’ellipse sur le plan de lorbite. 

Soit enfin z Finslinaisog de ce plan sur le plan fixe auquel on le 
rapporte, et qu’en Astronomie on prend ordinairement pour Péclip- 
tique; nousle prenons dans nos formules pour celui des coordon- 
nées x, y, et soit la longitude du nœud , c’est-à-dire, l'angle que 
l'intersection des deux plans fait avec une ligne fixe, que les astro- 
nomes supposent dirigée vers le premier point Aries, et que 
nous prenons pour laxe des x. 

Ces six quantités a, b, c, h, à, k sont les élémens qu'il s’agit 
de déterminer, d’après quelques circonstances du mouvement ellip- 
tique donné. 


51. Le cas le plus simple dé ce problème est celui où on connaît 
la position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant 
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“qüelconque donné. Dans ce cas, les données sont les valeurs de 


dx 
X, Js 2; TP SA T pour un instant donné, valeurs que nous dési- 


gnerons par les lettres romaines x, y, Z, S PA CA et il s'agira 


d'exprimer par ces six quantités les six élémens &, b, c, k, h, i 


L'article 9 donne d’abord, en mettant —$ à la place de /Rdr, 


dx dy dz dx dy dz 


ét: changeant x, y, Z; T, Ao 08 Xy He D à TOP TÉL l'A 


: dz 
A = 17 Y % 
dx dz 
B = 7 m7 Ie 
dr yd 


2H=(% S+ (3 


et les articles 11 et 15 donnent 
A = Dsinisinh, B = Dsinicosh, C = Doosi, 
D = y(gb), = — À, m 


2a 
b 


On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du 
demi-axe a, du demi-paramètre b, d’où Pon tire lexcentricité 


E= Vire 1ı1— z et les angles 2 et z; et il ne restera qu’à connaître 


les quantités c et À. 


52. Il est bon de remarquer que la valeur de a et celle de b 
peuvent se réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair 
que x^- y'^-}z' est le carré de la vitesse initiale, laquelle étant 
nommée u, on aura 


d'où lon voit que le grand axe de la section conique, ct par 
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conséquent aussi le temps:périodique (art. 16) ne dépendent que 
de la distance primitive du copa au foyer attractif, et de la vi- 
tesse de projection. 

A Pégard du paramètre 2b, on sud; dans l’article 11,a quan- 
tité D à la forme See: où d® est l'angle décrit par le rayon r 
dans l'instant dt; de sorte que rd est le petit arc décrit par le 
même rayon, par conséquent e est la vitesse perpendiculaire ` 


à ce rayon, et que le corps a pour tourner autour du foyer. 
Si on désignait cette vitesse de rotation par v, on aurait 
r’do à 
y == vgb, 
et par conséquent 
r’v* 


= —, 


5 
Ainsi le paramètre 2b ne dépend que du rayon r et de la par- 
tie de la vitesse z, par laquelle le corps teur à tourner autour du 
foyer yers lequel il est attiré. 


t: 


55. Pour trouver la valeur de Pélément c, qui détermine le 
temps du passage par le périhélie, on remarquera que cette cons- 
tante pest entrée dans lè calcul que par l'intégration qui a donné 
la valeur de 7 en £ (art. 16). 

Donc si on dénote par 9 la valeur de 8 qui répond à 4=0, 
on aura par les formules de l’article cité, en y faisant t==0, ce 
qui change ren r et ĝ en 9, 


— c= y£ x (9— esin), r= a(ı— ecos). 


Ainsi on aura par Pélimination de © la valeur dec en r, puisque 
a et e sont déjà connues. ‘: 

Enfin pour déterminer le dernier élément k, qui est aussi entré 
par Pintégration de l'équation entre r et ® (art. 16), on remar- 


ET 
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quera d’abord que Pon a (art. 4), en changeant-x, y en x, y, 
et rapportant langle ọ au commencement de 4, 


= tang ®. 


Ensuite Particle 7 donne 
tang (9 — h) 


cos 


tang® = 


De sorte que À et 2 étant déjà connus, on aura par l'angle inter- 
médiaire @, l'angle ® en x et y; et de là on aural# par l’équa- 
tion de Particle 15- rapportée à l’instant où t=0, 


cos (p-=#) = - bs 1), 


5%. Si on: connaissait deux lieux du mobile dans son orbite, 
avec le temps écoulé entre les instans où il a occupé ces deux 
„lieux, on aurait aussi six données par les coordonnées qui ré- 
pondent aux deux points donnés de l'orbite, et les six élémens 
seraient aussi déterminés par les valeurs de ces coordonnées ; 
mais l'expression transcendante du temps empêcherait de donner 
une solution générale .et algébrique du problème. On pourra seu- 
lement le résoudre par approximation, si. l'intervalle de temps 
entre les deux lieux est assez petite, en faisant usage des formules 
de l'article 19. | 

Soient x, J» z les trois coordonnées du premier lieu dans lor- 
bite, et x’, y', z’ celles du second lieu; en prenant ż pour le temps 
écoulé entre les passages du mobile par ces deux lieux, on aura 
en général (art. 28) 


x' = x TIR Z, y=yt+Ë r, 2 =T HET. 


Supposons qu'on ne veuille porter la précision que jusqu'aux troi- 
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sièmes puissances de {, on aura 


B 24 g' ER 
PT Co A A 


me —£ xe ee e 
Comme l'expression de T renferme la constante s = E 


de’ 
d rd d r . s 
= Re, on commencera par la déterminer en ajoutant 


ensemble les trois équations précédentes, après avoir multiplié 
la première par x, la seconde par y et la troisième par z: on 
aura ainsi l'équation 
XX! yy! +27 = TSF, 
d’où lon tirera la valeur de s qu’on substituera ensuite dans lex- 
pression de T. 
Les valeurs de T'et de 77 étant Ne les mêmes équations 


donneront les valeurs des différentielles & z $ g A p ; ainsi le pro- 
blème sera réduit au cas précédent. } Š ba 


55. Enfin si on ne connaissait que trois rayons vecteurs r, 
r', 7", avec les temps # ct Z' écoulés entre les passages par r 
et 7’ et par r et 7”; on pourrait encore déterminer l’orbite par 
les formules de Particle 29, en supposant Le temps ¿et £' assez 
petits. s 

Car en faisant ¿=o pour la valeur de r, et ne poussant les 
séries pour les valeurs de 7” et 7”? que jusqu'aux č’ et 4°, on 
aura 


L'EelS 7 eric (at— g )s+ re, 
r= + (ar— oi di 


équation d’où l'on tirera les valeurs r, s et F . Ces deux der- 


nières 


© 
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nières donnent tout de suite, Fe les formules de larticle 19 j 


Pres ds A i 
a + ai baies 
ensuite on aura langle I compris le rayon r et celui du périhélie, 
par la formule (art. 15) 


b—r 
cosIl — Tie *? 


La ; b 
e étant =4/(1—©). 

Si lorbite était une parabole, on aurait a =œ, et par consé- 
quent = — € ; alors il suffirait de connaître deux distances 7 


et 7'; la première donnerait la valeur de r et la seconde la va- 
leur de S, par l'équation 


à. dns g pat Eye. 


56. Les élémens des planètes sont assez connus; c’est par des 


_ observations de longitudes et de latitudes qu’on les a détermi- 


nés; et là petitesse de leurs excentricités et de leurs inclinai- 
sons sur le plan de l'écliptique, a beaucoup contribué à faciliter 
ces déterminations. i , 

En prenant ce plan pour celui des x et y, les ipie Ọ et % 
(art. 4) représentent, l’un la longitude du corps, et Pautre sa la- 
titude; et nous avons donné dans les articles 22 ct 25, pour les 
valeurs de ọ et 4 en {, des séries qui sont d'autant plus con- 
vergentes, que excentricité e et l’inclinaison z sont plus petites ; 
en prenant six observations, trois de longitude et trois de lati- 
tude correspondante, ou en général de longitude „ou de latitude i 
à des instans donnés, on aura six équations par. lesquelles on 
pourra déterminer les six élémens, du moins pour le soleil et la 
lune qui tournent immédiatement autour de la terre. i 

Méc. anal. Tom. II. 6 
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Pour les autres planètes qui tournent autour. du soleil, le cal- 
cul est un peu plus compliqué, parce que l'observation ne donne 
immédiatement que les longitudes et: latitudes vues de Ja térre, 
qu’on nomme géocentriques ; mais en supposant le mouvement 
du soleil connu, on peut toujours déduire de chaque observa- 
tion une équation; de sorte que six observations sufliront, à la 
rigueur, pour la détermination des six élémens. 

Ce problème est surtout important pour les comètes dont les 
élémens, lorsqu’elles paraissent, sont tout-à-fait inconnus; aussi 
depuis Newton, qui a le premier tenté de Ie résoudre, il y a peu 
de géomètres et d’astronomes qui ne s’en soient occupés. Ne pou- 
vant établir lapproximation sur la petitesse de lexcentricité et de 
inclinaison, comme pour les planètes, ils ont tous supposé que 
les intervalles de temps entre les observations sont trés - - petits, 
et ils ont donné des méthodes plus-ou moins approchées pour 
déduire les élémens des comètes de trois longitudes et autant de 
latitudes observées. Comme celle que j'ai proposée dans. les M 
moires de Berlin, pour 1785, me paraît offrir la solution la plu 
directe et la plus générale du problème des comètes , je crois pou- 
voir la donner ici, mais un peu simplifiée et accompagnée de re- 
marques nouvelles; elle fournira une application importante des 
principales formules que nous avons développées dans le paragraphe 
précédent. 

$ III. 


Sur la détermination des orbites des comètes. 


57. Soit, dans un in$fant quelconque, R la distance de la co- 
mète à la terre, et Z, m, n les cosinus des angles que la ligne 
où le rayon visuel R fait avec trois axes perpendiculaires entr'eux 
et supposés fixes dans l'espace ; on aura R}, Rm, Rn pour les 
trois coordonnées rectangles de la comète, parallèles à ces axes 


s 


ny 


LA 
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et ayant leur origine dans le centre de la terre. La quantité R sera 
l’inconnue, mais les trois quantités Z, m, n seront connues par 


l'observation de la comète, et devront être telles que Pon ait Ia 
condition 
P m ne 1, 


parce que par l'hypothèse on doit avoir 
= (RL) (Rm) + (Rn). 


Soient de même p, À, w, » les quantités correspondantes rela- 
tivement au soleil, ensorte que pA, pw, pr soient les coordonnées 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre, et parallèles 
aux mêmes axes; ces quantités doivent être censées connues par 
Je calcul du lieu db soleil dans le même instant de Pobservation 
de la comète, et l'on aura aussi la condition 


à OA An fe pe 1. 


Enfin soient x, y, z les coordonnées rectangles du lieu de Ta 


“comète par rapport au soleil, parallèles aux mêmes axes, et r le 


rayon vecteur de son orbite autour cupleil il est visible qu’on 
aura ces trois équations : 


x= Rl — pa, s=Rm—pu, 2= Rep 


et comme 7°= x" +7" +27", on aura 


r = Rè + p — aR (JA + ma mi) 


Or on sait que Pexpression ZA mu +n est celle: de l'angle 
formé entre les deux rayons R et p, partant du centre commun 
de la terre et dirigés, Pun à la comète , Pautre au soleil; de sorte 
que si on désigne cet angle par c, on aura 


7° = R* — aRp COSE Hp": 
Si donc on a trois observations de la même comète, faites à 
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des intervalles de temps:connus, on aura trois systèmes pareils 
d'équations qui contiendront chacun, une nouvelle inconnue p, et 
les propriétés de la parabole donneront trois autres équations. 


38. Ce qui se présente de plus simple pour cet objet, est d'em- 
ployer la formule donnée dans Particle 25, par laquelle on a le 
temps que la comète emploie à décrire un arc quelconque exprimé 
par la corde de Parc; et-par la somme des rayons vecteurs qui 
aboutissent à ses deux extrémités, et dégagée de tous les élémens 
-de l'orbite ; car les trois intervalles de temps entre les trois obser- 
vations, prises deux à deux, donneront les trois équations de- 
mandées. 

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quan- 
tités analogues dans la seconde observations:nous aurons ainsi : 


7" =R"—9Rhpcoso Hp", et s=r+r". 


Pour la corde v de l'arc parcouru par la comète, dans Iiaterválle 
des deux: observations, il est clair qu’on aura 


= (aa) + (99) + (e—a) 
=r + re 2(xx'+ yy" 22"). 
En se pour %X, Y, 2 et Ci x', y', z! leurs valeurs, on 
aura 
xx + yy + zz" = RR (U + mm'+ nn!) 
+ AA uw + m) = REUN + ml + 0!) 
= Rp (la + mu Æ nv). 
Or, par les théorèmes connus, lexpression Z/!+ mm'+ nn doit 
représenter le cosinus de langle compris entre les: deux rayons 
R et°R! partant du centre de la terre et dirigés aux deux lieux de 
la comète dans les deux ôbsérvations, de même AN + yw -H »' 
sera Je cosinus de langle formé au centre de la terre par les deux 
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rayons p, p' dirigés aux deux lieux du soleil, et ainsi des autres 
expressions semblables. 

Donc si, pour plus dexclarté, on imagine que les à lieux 
apparens de la comète soient marqués sur la surface de la sphère 
par les lettres C, C’, et de même les lieux apparens du soleil 
par les lettres S, S’, et qu'on joigne par des'arcs de grands cercles 
les quatre points C, C’, °S, 5’, il est évident que les ares CS, 
C'S" représentéront les angles que noûs avons dénôtés par & et 
o"; qué les äres CC’ et SS’ représenteront les angles dont les 
cosinus sont Z + mm'+ nn ét AN + uui- i, et qu'enfin lés 
arcs CS’ et C'S représenteront les angles dont les cosinus sont 
IN mu+n et ZX + m'u nr. Ainsi en considérant le qua- 
drilatère sphérique CC'SS' qui est censé donné par lës deux ob- 
servations de la comète et par les deux lieux calculés du’ soleil, 


on aura - 
7 = R°— 2RpcoS(CS) + a, 


r*= R'— 2R'p'cos(C'S') + p, 
= 7° 7—2RR'cos(CC')—2pp/cos(S8") 
W a Rp'cos(CS')—aR'p cos (C'S); à 
donc, comme la différence #— + des temps # et # qui répondent 
aux deux observations, c’est-à-dire leur intervalle enjtemps, est 
censé donnée, on aura, par la formule de nr ir cité, l'équation 


ae à GHri 
6vg 

dans laquelle il wy aura d'inconnues que les deux distances 
RERI 

Si l’on a une troisième A ét pour laquelle les quantités 
analogues soient désignées par les mêmes lettres marquées de 
deux traits, on aura , par la comparaison de là première obser- 
vation avec celle-ci, une seconde équation tout-à-fait semblable, 


ke 
+ 
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. dans laquélle lés lettrës marquées d’un trait dans l'équation pré- 
cédente, le seront par deux traits, et qui ne Batitiendlen que les 
deux inconnues Ret Ru =o isa PAL NT DUC 
-On aura de même ùne- troisième équation. semblable, par la 
comparaison de la-seconde observation avec la troisième, en ne 
faisant que: marquer d’un trait, dans la première équation, toutes 
les lettres qui n’ont point de trait, etde deux traits toutes celles 
qui en ont un; ainsi, cette troisième équation ne contiendra que 
les mêmes inconnues R' et R'; .de sorte: que les trois. équations 
ne contiendront que les trois inconnues R,.R', R', et sufliront 
pour les déterminer; mais quoique ces équations se présentent, 
sous une forme assez simple, leur résolution offre,des difficultés 
presqu'insurmontables ; parce que les inconnues y sont. mêlées 
entr’elles : et renfermées dans différens radicaux. 


59. Au reste, si on, pouvait parvenir d’une manière quelconque 
à trouver les valeurs des rayons R, R!, on aurait tout de suite 
le demi-paramètre b; qui, dans la parabole, est égal au double 
de la distance périhélie , par la formule (art, 25) 
k bi 


F À. | u? —(r + r) z 
” — TrM ù 
et mre,» aen générál (art. 10) pra frotte 
dans laquelle a = = sinh tangi, b= cos Atangz (art. 11), on aura 
ces deux-ci: lu gii 


z — (xsinh + ycosh)tangz = 0, 

z'— (x'sin 4 + y'cos Ajtangi = 0, 
d'où Fon tirera facilément les valeurs de stangi et tamgh, ce qui 
donnéra la position! du plan dela parabole, relativement au plan 
qu'on auta choisi pour les axes des x et y. 

‘On peut même remarquer que par le moyen de ces équations, 
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qui dépendent de ce que l'orbite de la comète est supposée dans 
un plan passant par le soleil, on peut d’abord réduire les trois 
inconnues à deux seulement. | 

En effet, si on fait t, pour abréger, i 


BLI 

L = tangi sinh, - M == tangi cosh, 
on aura, en substituant les valeurs de ¥, y, z, l'équation s 
p” Rap =s AGE SP: T AL rt ki 
d'où lon ftineti2pn À! iog jé ol 

tie NS. pu 
RS PE TE 

et l’on aura de même les expressions de R! etide R", en mar- 
quant d'un trait et de deux traits les lettres, à d'exception .de Z 
et M, qui sont les mêmes pour toutes les observations. 
- De cette manière, les trois inconnues R,_R', .R',seront réduites 
aux deux Z et M, de-sorte qu'il ne faudra employer que deux 
équations pour, leur détermination , ce qui simplifie un peu la so- 
lution du problème. 


áo. Pour la simplifier davantage, Ì ne paraît pas qu'il y ait 
d'autre moyen que de supposer les intervalles de temps entre les 
observations, assez petits pour qu'on puisse négliger plusieurs 
termes comme insensibles, cé qui né ‘donnera d’abord qu’une so- 
lution approchée, qu'on pourra rendre plus exacte ensuite, par 
de nouvelles corrections. C’est aussi ce qu’on a fait jusqu'ici dans 
toutes les solutions qu'on.a données de ce problème.: ; 

En appliquant cette hypothèse à Ja solution précédente, la corde 
u deviendra très-petite, et en ne retenant que les deux premiers 
termes des radicaux qui entrent dans l’expression du temps tf; 
écoulé entre les bn ie D observations, on aura 


uY rÆ …# 
2Vg ? 


» :H0 / 
th= t = 
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ce qui donne 
(re) = 4e t), 

et il n’y aura plus d’autres radicaux dans cette équation, que ceux 
qui entrent dans Îles expressions de r et 7’; mais les équations 
entre les trois inconnues R;:R', R"; ou entre les deux L, M, 
seront encore. trop compliquées pour qu’on puisse les employer 
avec succès. pan HA | 

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas celles 
dont l'emploi est le plus ayantageux dans la question présente ; 
et lorsqu'on ne demande d’abord qu’une solution approchée, il 
est beaucoup plus simple de faire usage des formules que nous 
avons-données dans Particle 28, pour le cas où lon suppose le 
temps t très-petit. 


41. Pour appliquer ces formules à la détermination de orbite 
des comètes, il ny aura qu'à y substituer à la place x, y, z les 
expressions données + à Particle er on'aura ainsi en général 


nF 


Ri — pu = yT ir Y, 


Rn — p =T Taa jk, A 
; LE ( ÿ 
où les quantités x, y, Z, s. A * Fa répondent au commence- 
ment du temps # ct sont regardées comme constantes, et où T 
et #7 sont des fonctions rationnelles de £, et des constantes r, 


dei! 
di? de 


Comme le commencement da TAF test: traites on pt le 
fixer au moment de la première observation; or, en faisant £—0, 


on a r—1et @=0; donc on aura pour la première observa- 
tion 


È 
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tion ce premier système d'équations 
Rl — p= x, 
Rm— pp =y, 
Rn — p = z 
Pour la seconde observation, distante, de la premiére, du temps £, 


on aura, en marquant dun trait les lettres R, Z; m, n, p, À, 
#, », ce second système d'équations 


RU — pu = Qu D, 
RM pu = JTE Ÿ L 
Rn — pr = 2D 4e SHC 


On aura a équations pareilles pour la troisième observation, 
distante, de la première, du temps ?, en marquant de deux traits 
les lettres marquées d’un trait dans les dernières équations, et 
d'un trait les lettres T et 77, pour indiquer que le £ dont elles 
sont fonctions doit être changé en t; on aura ainsi çe troisième 


système d'équations A 
RE — PA" = xT + a ig 
R" ae EU CS 7 dy TJ! 
m PRIT NE di ’ 
-R"n" ni = zT dz y' 
TPE AE 


On peut éliminer des premières équations de chacun des trois 


Dee 2 : 
systèmes, les deux constantes x et de, et faisant, pour abréger, 


4 UF CARPE ES 
on aura ; | f 
(RI— pA)" = (RI — pA) + (RI PA) = 0. 
Mec. anal. Tom. IL. 7 
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3 3 enoitit HORS OÍDO 1 
Éliminant de même les deux constantes y, z des secondes équa- 
tions des mêmes systèmes, on aura - 


(Rm —pu)7" PA (R'm— PR)" + (R'T'— pay = o. 


Et l'élimination des, constantes. Z, = des dernières équations de ces 


systèmes donnera: pareillement G r 
(Rn—p: yy" AN (R'n' LA ( L'EST O) 4 LA D: 
De ces trois équations on tiré 


à = UMR TEA TaN 
e d aE K 
D Gr” 
pF" — AE RNA 


te >) E? 2 x 
K R= (74 EU 


en A pour abréger, : 


ka = me! gimn m nmn" — mln" = nmn l, 


w en dénotant | par T, TT ce que devient G 1orsqu' on y change 
l, m, n respectivement en À, w, », en À’, u', y! et en À”, y", s"; 
en dénotant de même par T;, Ei, Trj et par T,, T;, T, ce que 
G devient en faisant subir les mêmes changemens aux quantités 
l, m, n', ainsi qu'aux quantités analogues 7’, m", n". 

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 57, 58) 
les p 


— 2Rp cos( ne -+ p* = r, 
qu: i: — 2Rp'cos(C'S') + p" = 7; 
R'— 2R" p"cos( 0" S") + p” = rs. 


Donc, si on ysnbstitue les valeurs précédentes de R, R', R", on 
aura trois équations finales qui ne contiendront que des quantités 
connues, ayec les-quantités 7; 77, V'h et r, r, T", qui sont 
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données en fonctions du temps et des trois constantes r, s; d 


d'où dépendent lés "élémens dé l'orbite (art. 28, 29); < de sòrte se 
pourra: déterminer ces trois 5e Eos 


Ga. En ne RATER approximation que sean aux quatrièmes 
puissances de £, on a 


j ml PP SAINS 
L FORME ES Ba Aer, 
et de même, t CNED RU tot PI 
P'E 1! r? no #8! té: 
=t — g gp F 8s re Fai ?; 
et comme. 7" =T '— K T', on trouvera . 


P'tits D + EH + etc. 


En aea el substitutions dans les valeurs de R, R, FR", et 
supposant {'= mnt, le coefficient m étant donné par le rapport 
des deux intervalles entre les trois observations , il est clair que 
la quatrièm imension de t'disparaitr par la division, “et qu'ainsi 
il suffira d’avoir égard à à la troisième dans les Valés de z” et 7”. 


ytt > 93104 1 
Or on a en général, aux Ai prés, LS 
) «(CS IIG HAOR, HA EM OH 


X 


mr asie — ds Pete; 


mais nous avons supposé que la première observation répond à 
t = o, et que les deux suivantes répondentaux temps tett'=mt; 
ainsi On aura 


TE 3 molBy + 
Pe “D te Eratie pe, 
A 
7" =r’ eh 3 gs 
$ = amet gt- LÉ gat: 
On fera donc ces substitutions. dans les trois dernières équations 
de l’article précédent, et rejetant les termes qui contiendraient 
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des puissances de ¿supérieures à la soins on aura {rois équa- 
tions entre les trois inconnues r, 8 et z> dont les. deux dernières 


n’y paraitront que sous la forme Er de»sorte qu'ilsera très- 
facile de les éliminer et de réduire le problème à une seule équa- 
tion en r. C’est en quoi consiste le principal avantage de la mé- 
thode que nous proposons. | 

Si on voulait pousser l'approximation plus loin et avoir égard 
à un plus grand nombre de termes dans les valeurs de #, 77", 


s ? : ; " ds 
y", 7", 7”, on aurait des équations où les inconnues s et z, ne 


seraient plus linéaires, mais monteraient successivement à des di- 
mensions plus hautes, ce qui réndrait leur élimination plus difficile 


et l'équation finale encore: plus compliquée. 


Si 


45. Pour donner là-dessus un essai de calcul, noüs nous con- 
tenterons d'avoir égard, dans les valeurs de 7, 77, 77", 
troisièmesdimensions d de t et de #’, ce qui fera disparaître les termes 
affectés de linconnue s; nous ferons, pour plus de simplicité, 
g= 1, en prenant la distance moyenne de la terre au soleil pour 
l'unité des distances, et représentant les temps par les mouvemens 
moyens du soleil (art. 25); et supposant t= mt, nous aurons 


she Pa mt Ye» 
AER ana dait 


ZT 4.430. 


Les valeurs de R, R', R" deviendront ainsi de la forme 
E RE GP — 
zay [6n —; PEF f 
bai BRIE OV: 
mue A ie m1) FTC ? 


foh R'— "EP, — (MS 
Cm} — n=) PG 2 
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en supposant, pour abréger, 
P=(m—a)pt— mp' T + pr", 
Q = (m=) pT — m p'T' + pr", 
M un par P,, Q, et P,, Q. ce que P et Ġ deviennent en 
yChängeant. T, T l'en Tr; T Peetien-D,, 1s Ti: 


Ces valeurs. de R, R', R", distances de la comète à la terre 
dans les trois observalions, ne contiennent; comme l'on voit, 
que la seule inconnue r, rayon vecteur, de la comète dans la pre- 
mière observation. Si donc on substitue la valeur de R dans l’équa- 
tion (art. 25) 

R°— 2Rp cos(CS) + P = r, 


on äura une équation’ finale en r, laquelle montera au hoitiérté 
degré, et le problème sera réduit à la résolution de cette équation. 


k } if Le | 3 € r y 
Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précé- 
dentes celles de R' et R"; de là on aura, par les formules de 
l'article 42, les valeurs des trois rayons vecteurs 7, r', 7", ainsi 


que celles dés coordonnées X J à et de leurs différentielles 
dx dy dz 

dt ? de RH. 
$ IL, ou si Pon dime mieux, par. les: formules: trigonométriques 
connues, d'après les trôis distances R, R, R’ de la comète à 
la terre. 


t on pourra determiner Porbite par les formules du. 


44. Les expressions des distances R, R', R" peuvent être sım- 
plifiées par la considération suivante. Comme la terre et la co- 
mète se meuvent autour dù soleil, par la même force attractive 
de cet astre, si on nomme Z, », € les coordonnées rectangles de 
la terre autour du soleil lorsque t= 0, et qu’on désigne par ©, 
Y ce que deviennent les fonctions T' et 77 lorsqu'on y change 
les élémens de l'orbite de la comète en ceux de la terre, on aura, 
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comme dans l’article 28, les trois équations M 


d? 
O AE 
di 


denip As 


parce qu'ayant dénoté (art. 24) par PA, pu, pr les coordonnées 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre, on aura —pa 
— fu, —p pour celles de la terre par rapport au soleil. 

Comme ces équations ne différent de celles de l’article 28 que 
parce que x, y, Z, T, J sont changées en £, n,6, ©; Tet que 
R y est nul, il est clair qu'onsaura des résultats analogues , en 
faisant ces mêmes changemens. dans ceux. que nous, venons de 
trouver dans Particle précédent. Ainsi, puisque, les. expressions de 
R, R', R', données à la fin de cet article, ne contiennent d'autre 
quantité dépendante des élémens de l'orbite que le rayon vecteur r, 
si on y change r en p, rayon vecteur de l'orbite de la terre, on 
aura R =.0, R—0, R'=0; d'où l'on tire 


= Erai GP mS GP, = LE. 


Ces valeurs étant maintenant susbtituées dans les mêmes expres- 
sions de R; R', R", et négligeant, dans le dénominateur, le terme 
trop petit du second ordre (#—1)# vis-à-vis du.terme fini 
6(m— 1)r*, on aura ces expressions plus simples : 


REDNET F) 
R= SE (a 


RE Se (> ii) 


Si donc on substitue la valeur de R dans l’équation 


R°— 2Rp cos (CS) + p—r=0, 
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et qu’on false, pour abréger, 
Pr) A4 
6tm=1)C — À) 


we toute connue par les observations, en mukipliant par fr, 


l'équation 


RS — ph Kpr (t? =p?) cos(CS) + pr (H — r) = 0, 


où Pinconnuer-montera au huitième degré, mais qui, étant diyi- 
sible par r—p, ne sera, après la division, que du septième-degré. 


Cet abaissement de l'équation en r est dû à ce que nous avons 
représenté le mouvement de la terre, comme celui de la comète, 
par des formules approchées où Pon a négligé les puissances de £ 
supérieures à la troisième; il n'aurait pas lieu en employant là 
valeur de R de Particle précédent, dans laquelle les lieux du soleil 
sont supposés exacts, étant détérminés d’après les tables. 


45. On peut ramener l’équation précédente à une construction 
assez simple. Ayant mené d’un point donné deux droites qui fassent 
entr’elles un angle égal à Parc CS, distance apparente de la co- 
mète au soleil dans la première observation, et dont la première 


soit égale à. S , et la seconde égale à p; il s'agira de trouver dans 
la première un point tel, que la partie comprise entre ce point et 
extrémité de la même droite, soit à la droite entière comme le 
cube de la seconde droite est au cube de la droite qui joindra Pex- 
trémité de celle-ci et le point cherché; alors cette dernière droite 
sera égale à r, et la partie de la première interceptée entre le 
point donné et le point cherché, sera égale à À. Car par cette 
construction on aura la proportion 


. p= aS 3 
—  T—= ME y 
7 Rir=P ; 


+ ` 


4 
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laquelle donne snig #5 


1 1 
R=K (3—5) 
r = Vp — 2pRcos(CS) + R*, 


d'où résulte Péquation ci-dessus en r. ya 
Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des 
comètes, envisagé d’une manière approchée, m exacte, à une 
équation unique à une seule inconnue. Il y est parvenu par une 
considération ingénieuse, fondée sur ce que le lieu apparent de 
la comète, dans la seconde observation, s’écarte du grand cercle 
mené par les lieux apparens, dans la première et dans Ja troi- 
sième observation; et la détermination de cet écartement ľa con- 
duit directement à une construction analogue à celle que nous 
venons de donner, et qui se réduit à. une équation en r du 
septième degré. Voyez les plémoires de l'Académie de Berlin pour 


année 1771. á g 
Connaissant ainsi lës valeurs de r et R, on aura 


et ensuite 


ass ge pi 2 Q: 
M 
ct les deux équations (art. 40 et 41) i , 
R°— Rp RES Per pEr 21 — > 2) + e 


R" —2R"p ploos(C'S") + par" =} + 2mi— me mi à LR 


ds 
di 


, 


donneront les valeurs des constantes s et © gp €t delà celles des 
élémens a et b de lorbite, par les formules (art. 22) de Particle 28, 
2a étant; le grand axe, et 2b le paramètre. 

46. Si on suppose l'orbite parabolique, on aura a infini, ce 


5 ds 2 , . 
qui donne = =~ E Dans ce cas, les deux dernières équations 
pe 
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ne contien plus que inconnue s, laquelle étant éliminée, 
on aura une nouvelle équation èn r qui devra avoir une racine 
commune avec celle qu’on a déjà trouvée, ce qui servira à faci- 
liter la recherche de cette racine. $ 

EnSadoptant d’abord, pour les comètes, l'hypothèse de la pära- 
bole, il sera préférable de faire dépendre la solution uniquement 
de cette dernière équation, parce qu’elle a Payantage d'être exempte 
de la quantité 6, qui est très-petite du troisième ordre, lorsque les 
intervalles de temps # et t, ou nt, sont très-petits du premier, 
comme on le verra plus bas, de sorte que les erreurs des obser- 
vations d’où cette quantité dépend, peuvent y avoir une influence 
très-grande. 

En faisant, pour abréger, 


RTE S i Oe Sara Qsp'cos(C"S") N, 


et négligeant les termes affectés de # dans les coeficiens de p, 
Vélimination de cette quantité donnera l'équation en R 


MR°— NR mp" —p" — (m—1)t = m(m— 1) a =0; 
qui, étant combinée avec l'équation 
. R>—2Rp cos (CS) + P — rt = 0; 
donnera, par l'élimination de R, une équation en r du sixième 
degré; et si, dans la combinaison des deux équations, on néglige 


le carré du terme m(m—1) a qui serait du quatrième ordre, 


l'équation finale ne montera plus qu’au cinquième degré. On pour- 

rait même, dans la première approximation, négliger ce terme, 

qui west que du second ordre; alors équation finale ne serait plus 

que du quatrième degré, et pourrait se résoudre directement par 

les méthodes connues, | | à 
Méc. anal. Tom. II. 8 
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La valeur def donnera celles de R, R', R',et dé cclles de, 
par les formules de l'article précédent, et comme on suppose 4 
infini, on aura 

b = ar — 5, 
où le demi-paramètre b devient double de la dmice périhélic 
de la comète. 


47. Après avoir réduit le problème des md des équations 
finales à une-seule inconnue, il reste à examiner les quantités qui 
doivent être supposées connues ; ces quantités sont : 

1°. Les trois rayonsp, p', p”, qui représentent les distances du 
soleil à la terre dans les trois observations, et qui doivent être 
calculées par les tables du soleil. 

a°. Les quantités G; T, T', L, L,, Ti, I7, Tay Ti, Ti, d'où dé- 
pendent les valeurs de P, Q, P,, Q,, Pa, Q, (art. 41 et 45); celles-ci 
doivent être déterminées par les trois observations. de la comète 
et par le calcul des lieux du soleil; mais on peut les ramene 
des expressions plus simples, qui en rendront la détermination 
beaucoup -plus facile. 

Commençons par la quantité G, dont les autres, ne sont que 
des dérivées; on a (art. 41) 


G = mr" + mnl + nlm"— nm" — mln—nml; 
le carré deféette expression peut se mettre sous la forme 
G° = (Bm n°} (le + m” -+ n°) (ls + m! +n!) 
+ (mm +nn)(l'+mm"-+nn") ({l'+m'm"#nn") 
— (2m +) (CT -+ mm" enr) 
Dre (ZE mn") (C/4 + mm" + nn" } 
— (pmpn) (U + mm! + nn }, 


comme on peut s’en convaincre par le développement. Or par la 
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nature des quantités lym, nly m, n, l, m’, n” (art. 57), 
r+ mns, Pymin, e m" AEn. 
Donc, faisant pour abréger , 
spi =O B= 4 mm +n, 
L'= Wl + mm" + nn", 
4 L'— PT + mm + nn", 
on aura si 
G* = 1 P 2LL'I" — E — L" — D. 


Or nous avons déjà remarque ( art. 58) que la quantité 
Il! mm'!Lnn! est égale au cosinus de l'angle compris entre les 
deux rayons R et R' dirigés vers la comète dans les deux pre- 

ières observations, angle que nous avons désigné par le côté CC’ 
Minge sphérique CC'C", supposé tracé sur la sphère en joi- 
gnant par des arcs de grands cercles les trois lieux apparens de 
Ja comète dans les trois observations. Ce triangle est entièrement 

nné par les observations de la comète, de quelque manière qu’elles 
aient été faites; et nous pouvons regarder comme connus ses trois 
côtés CC', CC", C'C", ainsi que les angles C, C', C", qui sont 
respectivement, opposés aux côtés C/C", CC" et CC’. f 
On aura donc 
| L = cos (CC), 
et de même 


L'=" cos(CC"), : L'= cos(C'C")53 
et l'expression. de la quantité G* deviendra 


s» — 1 + 2c0s(CC') x cos (CC") x cos(C’C") 
— cos(CC'} — cos (CC) — cos(C'C"). 


Cette expression de G* peut encore se réduire à une forme 
plus simple; car il est facile de se convaincre, par le dévelop- 


Gs RE EO 
pement des termes, qg est la même: chose que celle-ci : + 


cos (CC'+ CC") — cos (ce) x cos(CC'— CC”) —cos{C' © ; 


laquelle, par les transformations connues , devient celle-ci : 


G? =— 4 sin (L ECETCN S< ai in (HE CC! à 


IPA (ee CO > 


? 


SL sin (ES 
formule très-commode pour le calcul logarithmique. | 
Si Pon veut employer les angles du même triangle, on peut 
avoir encore une expression plus simple de la quantité G; car 
on a; par les formules connues, ` 


cos (C' c= = COS( cc) X cos(CC”) + sin(CC’)xsin( cc”) x cos C; 


si on fait cette substitution dans la première En de 6, 
on aura, après les réductions, 


G* = sin (CC'}" x sin (CC")* X sin C’, 

et par conséquent, en tirant la racine carrée, à à: < e 
G = sin (CC') x sin (CC") x sin C. 

On peut trouver de la même manière 


G = sin (C'C') x sin ( CC) x sin C’ 
= sin (CC) x sin (C'C”) x sin C". 


Il est facile sde prouver que la quantité G west autre chose que ` 
la solidité prise six fois de la pyramide triangulaire qui a le som- 
met au centre de la sphère dont le rayon est supposé égal à l'unité, 
et qui s'appuie sur le triangle sphérique CC’C", c’est-à-dire, qui a 
pour base le triangle rectiligne formé par les cordes des trois arcs 
CC’, OC", C'O". Car si on considère une des faces triangulaires 
de cette pyramide, celle, par exemple, qui a pour base la corde de 
Pare CC’, on aura + sin(CC') pour Paire de ce triangle isoscèle. 
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Ensuite Si on considère la face adjacente qui a pour base la corde 
de l'arc! CC", il est visible que l'inclinaison mutuelle de ces deux 
faces sera égalé à l'angle C du triangle sphérique; par conséquent 
la perpen tuaine menée de l'angle C” sur la première face sera 
égale à sin(CC”) x sin C. Cette perpendiculaire devient la hau- 
teur de la pyramide, en la supposant couchée sur la première 
face égale à +sin(CC'); donc la solidité de la pyramide sera égale 


n f aar G 
à sin (CC') x sin(CC") xsin C, et par conséquent égale à +. 
PA +" 


48. Nous dénoterons en généralpar le symbole (CC'C")la fonc- 
tion des côtés et des angles de touttriangle sphérique CC’C", par 
laquelle nous avons exprimé la quantité G. 

insi ayant marqué sur un globe les. trois lieux apparens de la 
amie C, Cl, C", donnés par les trois observations, et formé le: 
angle sphérique CCC", on aura tout de suite 


G = (CCC). 


# Si ensuite on place sur le même globe les trois lieux du soleil 
S, 5", S", dans les trois observations, et qu’en joignant ces lieux 
` et`ceux de la comète par des arcs de grands cercles, on forme ` 
différens triangles sphériques 8C/C"; S'C'C", etc., il est facile de 
voir, par céfque nous avons dit dans Particle 5, relativement 
aux quantités T, L', L'T,, L', Ti, Ta D V,, que les trois pre- 
mières. seront données par des: fonctions semblables des triangles 
SC'C", S'C'C", S"C'C'; que les-trois autres seront données: par de 
„pareilles fonctions des triangles CSC”, CS'C"', CS"C", et que les trois 
dernières le seront par de semblables fonctions des triangles CC'S, 
CC'S', CC'S". On aura donc ainsi, d’après la même notation, 

TOC O rt SCC"), TERES 

E r aD Wen EAA Go PRE LE € 6 A À 

T= (CC rap" (CC: Fr (CT): 
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Ces quantités ne dépendent, comme l'on voit, que de lapo- 
sition mutuelle des lieux apparens de la comète et du soleil, et 
comme elles sont les seules qui entrent dans les équations qui dé- 
terminent les élémens -absolus de l'orbite, notre analyse a Pavan- 
tage de séparer la détermination de ces élémens de celle des autres 
. élémens qu'on peut appeler relatifs, parce qu'ils se rapportent à 
la position de lorbite. dans l'espace. 


49. On peut remarquer encore que les expressions que nous 
yenons de donner ont lieu quelle que soit la position des lieux ap- 
parens de la comète et du soleil; mais lorsque, comme nous 
l'avons supposé, les lieux de la comète sont peu distans entr’eux, 
les arcs CC', C'C" seront très-petits, et l'angle C’ compris entre 
ces arcs, sera peu différent de deux droits; il serait égal à de 
droits si la terre et la comète décrivaient, dans l'intervalle d 
première à la troisième observation, des lignes droites, parce 
qu’alors les trois lieux apparens: de la comète seraient dans un 
même grand cercle. Les sinus de CC’, C'C" et de C’ seront donc | à 
très-petits, et la quantité G—sin(CC'xsin(C'C")xsinC’ sera 
très-petite du troisième ordre; mais les quantités 

iT = sin($C') x sin($C” ) x sins, 

T'= sin ($'C’) x sin (S/C”) x sin”, etc. 
ne seront que du premier; et comme d’ailleurs il n'entre dans la 
valeur de G que des quantités dépendantes des lieux apparens de 
la comète, au liðu que les quantités T, T’, etc. dépendent en par- 
tie des lieux du soleil, qui, étant donnés par les tables, peuvent 
être regardés comme exacts; il s'ensuit que la valeur de la quantité 
G seratoujours beaucoup plus sujette à erreur, que celles des quan- 
tités T, T⁄ etc., et qu’ainsi il conviendra, autant qu'il est possible, 
de l’éviter, comme nous avons montré dans l’article 46. 


5o, Nous remarquerons enfin que comme l’observation d’une 


7. 
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comète donne ordinairement son ascension droite et sa déclinai- 


son, si on veut employer immédiatement ces données dans nos.for- 
mules, il n’y aura qu’à supposer que les trois axes auxquels nous 
avons rapporté les rayons R, R', R", dirigés vers la comète, et les 
rayons p, p',p’, dirigés vers le soleil, soient dirigés, le premier vers 


 l'équinoxe du printemps, le second à angles droits sur le plan de l'é- 


quateur et suivant l’ordre des signes, et le troisième vers le pôle bo- 
réal de l'équateur ; alors nommant a l'ascension droite dela comète, 
d sa meee i la première observation , et de même æ lascen- 
sion droite du soleil, d'sa déclinaison au même instant,.il est facile 
de voir qu’on aura 


l = sinacosd,  m—sinacosd,  n = sind, 


18 À = sing cos d, y = sin a cos d', » = sind, 


La 


là on aura (art. cité) 


cos(CS) = ZX mg + nv 
= cos(a—2)cos dcosd + sindsind, 
et pareillement 
cos(C'S') = cos(a!—#")cos d’cosd" + sin d'sin d”, 
cos (C"S") = cos(a"—g")cos d’cosd\" + sin d'sind", 


en marquant, comme nous l'avons fait, par-un trait et par deux 
traits les quantités analogues qui se rapportent à la seconde et 
à la troisième observation. 
On aura de la même manière r 
cos(CC’) = cos(a — a')cos d cos d' + sind sind’, 
cos(SS' J.= cos(a — æ')cos cosd -+ sin d'sin d, 
cos(CS') = cos(a — a')cos d cosd“ -+ sin d sind’, 
et ainsi des autres cosinus. l 
Si ensuite on substitue ces mêmes valeurs de Z4 my n, Z, m, 


r 
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n’, l, m”, n! dans d’expression de G, on aura & 


È 


G = cosd cosd’ sin d'sin (a — a) 
— cosd cos d"sin d' sin (a"— a) 
—+ cos d'cos d'sind sin (a"—a') 
= cosdcosd'cosd*[sin(a— a) tang d" 
— sin (a"— a) tang d' + sin(a"— a) tangd], 


et Pon en rs tsi valeurs de T, T’, T", en changeant & et d 
en æ etd, eng et. d', ena" etd"; celles de PRT’ T., en fai- 
“sant les mêmes changemens sur a et d', et celles T,, F1; T,, en 
faisant ces mêmes changemens sur a", d". On aura ainsi 


T = cos dcos d'cos d" [sin (a'— a) tang d” 
— sin (a" =a) tang d'+ sin (a"—a') tang d], ! 

T, = cosd cosd cosd" [sin (« —a) tang d" aa 
— sin (a"— à) tang d'+sin(a"— a) tang d], 

T, = cosd cos d' cos d” [sin (a'— a) tang ^ ; 
— sin (a — a) tang d'+ sin(a— a') tang d], w 


et pour avoir.les valeurs de I’, T;, T;, et de T”, T,,T,, il n'y 
aura qu'à marquer, dans les expressions de T, T,, T,, les lettres 
a et d d’un trait et de deux traits. 

Alestuinutile d'observer que si, au lieu des acceñibns droites 
et des déclinaisons, on avait pour données les longitudes et les la- 
titudes, il n’y aurait qu'à substituer ces données à la place de celles-là 
dans les mêmes formules; Porbite se trouverait alors rapportée à 
Pécliptique, au lieu de Yêtre à léquateur. 


5o. Après avoir calculé ces valeurs, on calculera celles des 
quantités @, Q,, Qi, par la formule de Particle 42, et si on veut 
employer la méthode de Particle 44, comme la plus courte, on 
aura tout de suite l'équation finale en r, dont la résolution ne 


sera 


e 
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sera pas difficile , en la réduisant pour la première approximation 
au quatrième degré. 

a les intervalles entre les observations étaient égaux, On aurait 
= 21, ct par conséquent m= 2, ce qui donnerait 
Fo Q—=PT—8pT + PT" 
= — Op T + APT, 


en désignant par la caractéristique A* la différence oi des 
quantités : pT, . pI", dans lesquelles il n’y a que les quantités 
relatives au soleil qui varient. Or comme on suppose les obser- 
vations peu distantes entr’elles, les différences de ces quantités 
seront très-petites, par conséquent la différence seconde A*.pT sera 
très-petite du second ordre et pourra être négligée vis-à-vis de la 

tité finie — 6p'T', ce qui réduira la valeur de Q à cette seule 

tité; et on pourra faire les mêmes réductions sur les quan- 
tités analogues Q,, Q,; de sorte qu'on aura simplement 


M QT Q—=—WT,  Q—=—6pT!, 


ce _qui: abrégera encore le calcul de Ja première approximation. 

A l'égard de la mesure dusemps ; comme ce temps doit être repré- 
senté par le mouvement moyen du soleil, si on veut lexprimer 
en jours moyens, il suffira de multiplier le nombre des jours et 
des décimales de jours par l'angle du mouvement moyen du soleil 
dans un jour, réduit en parties du rayon, Cet angle est de 59/ 8,5, 
et donne en parties du rayon le nombre 0,0172021,"par lequel il 
faudra donc multiplier les intervalles de temps £, réduits en jours 
moyens. si . 


En 
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CHAPITRE IL 


Sur la variation des élémens des orbites elliptiqueswproduite par 
une force impulsion, ou par des forces accélératrices. 


52. Un des premiers et des plus beaux résultats de la Théorie 
de Newton, sur le système du monde, consiste en ce que toutes 
les orbites des corps célestes sont de même nature, et ne diffèrent 
entr’elles qu'à raison de la force de projection que ces corps peuvent 
être supposés avoir reçue dans l’origine des LM Il suit de 
là que si une planète ou une comète venait à recevoir une impul- 
sion étrangère quelconque, son orbite en serait dérangée; mais il 
my aurait que les élémens, qui sont les constantes arbitraires de 
l'équation, qui pourraient changer; c’est ainsi que l'orbite circu- 
laire ou elliptique d’une planète pourrait devenir ne | 
même hyperbolique, ce qui transformerait la planète en comète. 

Il en est de même de tous les problèmes de Mécanique, Comme 


les constantes arbitraires introduites par les intégrations dépendent 


de l'état initial du système, qui peut être placé dans un instant 
quelconque, si on suppose que les corps viennent à recevoir pen- 
dant leur mouvement des impulsions quelconques, les vitesses pro- 
duites par ces impulsions étant composées avec le vitesses déjà 
acquises par les corps, pourront être regardées comme des vitesses 
initiales, et ne feront que changer les valeurs des constantes. 

Et si au lieu d’impulsions finies, qui agissent que dans un ins- 
tant, on suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l’ac- 
tion soit continuelle , les mêmes constantes deviendront tout-à-fait 
variables, et serviront à déterminer l'effet de ces sortes de forces, 
qu'il faudra regarder comme des forces perturbatrices. On aura 
alors le problème dont nous avons donné une solution générale 
dans la cinquième Section, et que nous appliquerons ici aux or- 


bites des planètes. 


a ge 
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$ I. 


Du changement produit dans les élémens de l'orbite d'une planète, 
lorsqu'elle est supposée recevoir une impulsion quelconque. 


53. Nous avons vu dans le paragraphe II du chapitre précédent, 
comment on peut exprimer tous les élémens du mouvement el- 
liptique d’une planète, par de fonctions des coordonnées x, y; 
z, et de leurs différentielles % 7 25 : I? qui expriment les vi- 
tesses suivant les directions de ces coordonnées. Si donc on sup- 
pose qu’une planète, pendant qu'elle se meut, reçoive dans un 
lieu quelconque de son orbite, une impulsion qui lui communique 
Jes s vitesses x, 2 z suivant les mêmes coordonnées et tendantes 
à les augmenter , il n’y aura qu’à mettre dans les mêmes fonc- 
tions bé D +, sam à la place de SR oA Z et l'on 
aura les élémens de la nouvelle orbite que la planète décrira après 
l'impulsion. à 

Si à la place des coordonnées rectangles x, y, Z, on prend, 
comme dans Farticle 5, le rayon vecteur 7, avec les angles 4 
et ®, dont lé premier, 4, Soit l'inclinaisoh de r sur le plan fixe 
des x, y, et dont l’autre, , soit l'angle de la projection der 
sur ce plan avec l'axe fixe des x, les expressions de l'orbite de- 
viennent plus simples. 

En effet, en substituant 7 cos4 cos®, rcos4sing et SG TS 
la place de x, y, z, on trouve pour les élémens 4a, b, h, i, 


1 __2 (cos ÿ’dg" + d4{*) tdt- 
ape gd 
p — “(cos Ydo + dy’) 

td gdi’ ? 


+ + 
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singdÿ — sind cos Y Cos do 
cosgdŸ— sin cos 4 sin ọdọ ? 


V aF + siny? cos ÿ’dg’ + sin 4? cos Fd 
cos SEER A8 MS 


tangh = 
tangz = 
PEER 
à dt? di 
Le représentent les vitesses dans la direction du rayon 7, dans 


Dans ces formules, les expressions différentielles ct 


une direction perpendiculaire à ce rayon et parallèle au plan de 
projection, et dans une direction perpendiculaire à ce même plan. 


54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans 
le plan même de l'orbite, et supposons que la vitesse reçue par 
l'impulsion soit décomposée en trois, Pune suivant le rayon r, 
l'autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l'orbite, etla 
troisième perpendiculaire à ce plan. Si on désigne la premiére 
pàr 7, la seconde par 79 et la troisième par rẹ}, on aura les 
denen de la nouvelle orbite après impulsion, en mettant dans 
les expressions précédentes dr- rdt, dp+®dt, dy + dr à à la 
place de dr, dọ, d4 , et faisant 4 =0, dẹ =o; alors la posi- 
tion de la nouvelle orbite se trouverä rapportée au plan de Por- 
bite primitive. 

Boient A,B, H, I ce que les élémens @, b, Š į deviennent 
pour la nouvelle orbite, on aura t 


aag CERTES CRETE 


4= r gdi? 
nes rá [(de + edit)" + Ja] 


Fii 
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donc H=9; en effet, il est clair que le nœud de la’ nouvelle 
orbite avec l'orbite primitive doit être dans le lieu où se fait 
l'impulsion. 

Si on fait aussi 4 =o et Ho dans les expressions des élé- 
mens primitifs a et b, on a l : 


rdg+ dr’ p = dde" 
Role d'ours de 7 


Peu 
RAT, 
et de là on tire 
-A VE pge 
VITE, BAL N STRESS ETS 
Eri substituant ces valeurs, on aura les-élémens de la nouvelle 
orbite exprimés par ceux de l'orbite primitive et par les vitesses 
r, r®, rd produites par Fimpulsion. 


55. Supposons maintenant qu’on demande limpulsion nécessaire: 
pour changer les élémens primitifs a, b en < et B, et pour rendre 
la nouvelle orbite inclinée à la première avec langle J, il ne 
s'agira que d’avoir les expressions ®, $, r en <, B, I et a, b, r- 
Les formules que nous venons de trouver donnent - 


= CAR: 

+ _ VEBXcos1— V gb 
PETTO A APNR] 

’ 2 1 B pa 2 1 b 
= Vex i—i Vex ii. 


Soit u la vitesse imprimée par l'impulsion , et soient æ, B, y les: 
angles que la direction de l’impulsion fait avec trois axes dont Pum 
soit le rayon 7 prolongé, l'autre perpendiculaire à ce rayon dans 
le plan de lorbite-primitive et dans le sens du mouvement de là 
planète, et le troisième perpendiculaire au même plan, on aura. 


ei 
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par le principe de la décomposition, u cosa, ucosB, ucosy pour 
les trois vitesses suivant ces axes, lesquelles sont aussi celles que 


nous ayons désignées par 7, r® et r4. On aura donc 
ucosæ=r, UuCOSB—r?, ucosy = rl; 


d'où l’on tire, à cause de cos? -cos + cosy =1, 


u = Vingt. 
Donc, si on fait pour abréger, 


® F= 2—4 2,0 A VAT: 2 
OUT AIT TA D 0 7 


on aura 


= Vs En), 


a 


u 


Bcos1— VB. 
EEE 
cosy = Vs 


Mais si on voulait rapporter la direction de l'impulsion à deux 
autres axes placés dans le plan de l'orbite primitive, dont l’un 
serait perpendiculaire et l’autre tangent à cette orbite, alors en 
nommant- e langle que la perpendiculaire à l'orbite fait avec le 


SFS d 
rayon vecteur 7, et dont là tangente est exprimée par Tp les 
vitesses imprimées suiyant ces deux axes seront 

TCoOSe— rpsine et  rsine+ 79 cose, 


A e . .y . . 
la vitesse suivant lé troisième axe perpendiculaire au plan de Por- 
bite demeurant la même. Si donc on désigne par æ! et par 8/les 
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angles que la direction de l'impulsion fait avec ces nouveaux axes ; 
on aura » & 

iü cosa! = rcose — rọsine, 
ucosß' = r sine + rọ cose; 


or on a 
tange = -p = = h ; 
d'où lon tire, en substituant la valeur de f, 
Sin es 0) cobe me AE 
3 _:1 = ms 
ve a x; r æ 
et de là on aura £ 
cos a! = ESVEL Ag, 
TES 
r giha 
ORTE 
AVER — — 


où lon remarquera que yg x \/ > — À est la vitesse dans Por- 
bite primitive. 
” A l'égard des signes ambigus des radicaux qui entrent pa ces 


formules, on remarquera, 1°. que f étant la valeur de > CS: 


prime la vitesse suivant le rayon 7, dans l'orbite abe et 
qne F exprimera la vitesse suivant ce rayon dans la nouvelle: 
orbite; ainsi il faudra prendre ces quantités positivement ou néga- 
tivement, suivant que les vitesses qu’elles représentent tendront 
à augmenter ou à diminuer le rayon r, c’est-à-dire, à éloigner ou 
à rapprocher le corps du foyer. 


be k $ : ; 
2°, Que vi etant = z, représente la vitesse circulatoire au- 
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tour du foyer dans l'orbite primitive, et qe même v repré- 


VE 


sentera la vitesse circulatoire dans la nouvelle orbite, et cos { 


sera cette vitesse circulatoire rapportée au plan de l'orbite pri- 
mitive. Ainsi en prenant \/ positivement, il faudra prendre Pautre 
radical VB positivement ou négativement, suivant que la nouvelle 
orbite sera, par rapportäu plan de Porbite primitive, dans le même 
sens que dans cette orbite, ou en sens contraire, c’est-à-dire , 
suivant que le mouvement dans la nouvelle orbite sera direct ou 
gý orade à relativement au mouvement dans l'orbite primitive. 


56. Lorsqu'on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux 
comètes, on fera g—1, en prenant la distance moyenne de la 
terre au soleil pour l'unité des distances, et la vitesse moyenne 
de la terre dans son orbite, pour Punité des vitesses. Cette 
vitesse est à peu près de 7 lieues, de 25 au degré, par seconde. 
La vitesse d’un boulet de 24, au sortir du canon, est environ 
1400 pieds, ou 255 toises par seconde, laquelle est aussi à peu près 
celle d'un point de l'équateur dans le mouvement diurne de la 
terre, celle-ci étant de 258 toises par seconde. Donc si, pour 
rendre nôs estimations plus sensibles, nous prenons pour unité 
cette. vitesse d’un boulet de 24, laquelle est à peu près d’un dixième 
de lieue, la vitesse. de la terre dans son orbite sera exprimée par; 
le nombre 70; par conséquent il faudra multiplier par 70 la ya- 
leur u. dela vitesse d’impulsion. | 

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de TPR 
- En. nommant e: excentricité de l'orbite primitive, et ® lano- 
malie vraie qui répond au rayon z, on a (art. 15) 


b aQ— e) — e’) 


1+ecos® 1Æecos® ? 


Te — 


donc 
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donc 
1 — e’ 


1 
A i, a` r(1 +ecosg) 


Ainsi la plus petite valeur de > sera = , et de même la plus 


petite valeur de 2 sera =. en nommant Æ l’excentricité de la 


sera ehèe ; et cette expression aura lieu aussi pour les orbites 
byperboliques où Æ et e surpasseraient unité. 
Par les mêmes formules on a = 1-+ecos®, dont la plus 


grande valeur est 1e; la plus grande valeur de Z sera de même 
1+Æ; donc la plus grande xaleur de Le sera AEINCDE 


mais il est facile de prouver que VGHE)G+e)<1+2+; car 


2 
la différence de leurs carrés est :(E—e); donc on aura toujours 


2 V Bb 2 -4E -+e 
FAT JR A | 
Il faut encore chercher les plus grandes valeurs de / et F. Or 


ra 0 
r 


| : 1 b , 
les plus petites valeurs de = et de + étant 


, la plus grande 


valeur de f sera v —, et de même la plus grande valeur de F 
sera 2E, 

Donc, puisque dans les expressions de v, Vb, VB, / et F peu- 
vent avoir les signes + ou —, en prenant positivement les termes 
qui contiennent ces radicaux , et donnant aussi à cos J sa plus grande 
valeur 1, on aura | 


fu VEZE ENA. 


Méc. anal. Tom. II. re 
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Cette limite se réduira à v. 3 lorsque lojito primitive sera 


circulaire ou presque circulaire comme celles des planètes, et que 
la nouvelle sera ‘parabolique comme celles des comètes. 


57. Les principales circonstances du mouvement des planètes 
autour du soleil, nous portent à croire qu’elles ont eu une origine 
connue; eest le contraire pour les comètes; elles n’ont de com- 
mun entr’elles que le mouvement dans une parabole, ou, en général, 
dans une section conique; et elles paraissent avoir été jetées au 
hasard dans lespace. 

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos pla- 
nètes en a produit en même temps un plus grand nombre d’autres 
placées au-delà de Saturne, et décrivant des orbites semblables, 
comme Uranus, mais dont plusieurs seront devenues ensuite Co- 
mètes, en éclatant par une explosion interne; car une planète 
étant brisée en deux ou plusieurs morceaux, par la force de Pex- 
plosion, chacun de ses morceaux recevra une impulsion qui lui 
fera décrire une orbite différente de celle de la planète; et pour 
que cette orbite soit parabolique, il suffira que la vitesse imprimée 


par lexplosion n'excède pas 70 de fois celle d’un boulet de canon. 


Pour Saturne on à r=g, et pour Uranus 7=—19 : en supposant 
r=24, il suffira d’une vitesse moindre que 55 fois celle d’un bou- 
let qui n’est produite que par une poignée de poudre. 
L'hypothèse d’une planète brisée par une explosion interne, a 
déjà été proposée par M. Olbers, pour expliquer la presqu'égalité 
des élémens des quatre nouvelles planètes, .et ce qui pourrait la , 
confirmer, ce sont les variations de lumière qu’on observe dans 
ces planètes, et qui, en indiquant un mouvement de rotation, in- 
diquent en même temps que leur figure n’est pas de révolution 
comme celles des autres planètes ; que par conséquent elles ne 


+ 
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pouvaient pas être fluides, mais qu’elles devaient être déjà durcies 


lorsqu'elles sont devenues planètes comme elles le sont dans l’état 
actuel. - 


Si on suppose l'orbite primitive circulaire, et l'orbite changée 
par l'explosion, elliptique mais peu différente dun cercle, et peu 
inclinée au plan de l'orbite primitive, et qu’on wait égard qu'aux 
premières dimensions de l’excentricité Æ et du sinus de linclinai- 
son 7, on a. 


__ V'EGno Fos) Fan 


U —— 
VT P 2 
E sin © E cos © ` sin J 
cosa = = cos = z cos -er 
| 15 eV h 8 suy r? y uyr 


l'angle ® étant celui que 2 AA r fdit avec le rayon du 
périhélie. 7 P agi SAE à 

Ainsi, puisque jes excentricités et les inclinaisons des planètes 
ne gardent, entr’elles aucune loi, et n’ont de commun que leur 
petitesse, on pourrait supposer que les orbites des planètes ont 
été circulaires dans leur formation, et qu’elles sont,devenues en- 
suite elliptiques et inclinées par l'effet de petites re in- 
ternes. En effet, si un petit morceau m de la masse M d’une 
planète en avait été détaché et lancé avec une vitesse Z” capable 
Q'en faire une éomête, la planète n'aurait reçu en sens contraire 


qu’une petite vitesse re qui aurait pu changer son orbite cir- 


culaire en elliptique et inclinée, comme celles de nos planètes, et 
la même impulsion aurait pu produire aussi quelque changement 
sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas: 
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i Ș IL P E A 


j 


Variations des élémens des planètes produites par des forces 
pertürbatrices. 


58. Supposons maintenant es. impulsions qui changent les 
constantes arbitraires soient infiniment petites.et continuelles : ces 
constantes deviendront variables, et òn pourra, de cette manière, 
réduire l'effet des forces perturbatrices des planètes, aux varia- 
tions des élémens de leurs orbites. 

Soient X, Y, Z les forces perturbatrices décomposées suivant 
les directions des coordonnées rectangles x, y,*z, et tendantes à 
augmenter ces coordonnées; ces forces -engendreront pendant 
l'instant dt les petites vitesses xdt, Ydt, Zdt, qu'il faudra ajouter 


aux vitesses z - y À a , dans l'expression de chacun des élémens 
a; b, c, etc., comme dans l’article 52. Mais comme ces vitesses 
additionnelles sont ici infiniment petites, elles ne produiront dans 
les élémens que des variations infiniment petites, qu'on pourra 
déterminer par le calcul différentiel. 

Faisons, pour abréger, 


dy 


dr ' RAG N) dz i 1. 
ar oui) lg cg AS 


chacun des élémens sera exprimé par une fonction donnée de x, 
y, Z, x, y', z’. Soit a un quelconque de ces élémens, on aura 
sa variation da, en augmentant x', y', z! des quantités infiniment 
petites Xdt, Ydt, Zdt; on aura ainsi, | 


da = ($ Xi y YAZ) dt, 
et Fon aura de pareilles équations pour les autres élémens de Por- 
bite b, c, A, 2, 4. 
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Pour faire ‘usage de ces équations, il faudra substituer à la place 
des variables x, Y, Z, x’, y', z'; leurs ?valeurs ent et'en à, by 
c, etc. données par les formules trouvées dans le chapitre pre- 
mier; on aura ainsi autant d'équations du premier ordre entre le 
temps 4 et les élémens à, b, c, etc., devenus variables, qu'il y 
a dé ces élémens, et il ne s’agira plus que de les intégrer. 

Si on voulait introduire directement les forces pérturbatrices 
dans les équations de l'érbite primitive, (art. 4), il wy aurait qu'à 
dr 
de? 
R T R g de ces équations. Ainsi on peut regarder les équations . 


ajouter respectivement les quantités X, FY, Z aux termes R 


précédentes entre les nouvelles variables a, b, c, etc., comme 
des transformées des équations en x, y, z; mais ces transforma- 
tions seraient peu utiles pour là solution générale du problème. 
Leur grande utilité est lorsque la solution rigoureuse est impos- 
sible, et que les forces perturbatrices sont très-petites; elles four- 
nissent alors un moyen d'approximation que nous avons exposé 
d'une manière générale dans la cinquième Section. 
> è 


59. Cette approximation, fondée sur la variation des élémens , 
est surtout applicable aux orbites elliptiques des planètes, autant 
qu’elles sont dérangées par l’action des’ autres planètes, et les 
géomètres Pont souvent employée dans la théorie des planètes et 
des comètes; on peut dire que ce sont les observations elles- 
mêmes qui Pont fait connaître, avant qu’on y eûtété conduit par 
le calcul; elle a Pavantage de conserver la force elliptique des or- 
bites, et même de supposerdl'ellipse invariable pendant un temps 
infiniment petit, de manière que non-seulement le lieu de la pla- 
nèle, mais aussi sa vitesse et sa direction ne soient point affectées 
de la variation instantanée des élémens: | 

En effet, en regardant les coordonnées x, y, z Comme des 
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fonetions du temps et des élémens a b;cibetes; devenues va- 
riables, on a par la différentiation - 


dE ren ones dv ven 


et il est facile de prouver que la partie qui contient: les varia- 
tions da, db, etc. devient nulle par la substitution de la valeur 
de da donnée ci-dessus, et des valeurs Won de db, de, etc. 


Car en faisant ces substitutions dans les termes $Z = da + Pdb+etc., 
et ordonnant par rapport aux quantités X, Y, Z, on aura 
PRE die JE de L 
(z x M x At de AS I7 + etc.) Xdt 
db dx dc 
EP 4 RL ge +) Ydi 
9 dx db dx 
T (TX Xa THE X ar +de X der + etc.) Zdi, 


Mais en be: d'abord x, y, z, x! y', z! comme fonctions 
de a, b, c, h; i, k, et ensuite a, b, c, etc. comme fonctions 
de x, y, H etc., on a 


katup? bt d +R AE 4 
dy = da à db+ G Y des- ® dh + ètc., 


etc. ; 
HER EAEE ta farh ga ET Me 
db = dx + h r dy + D de + GRR 


ete. : 


Substituant dans Pexpression de dx, dy, etc. ces valeurs de da, 
db, etc., on doit avoir des équations identiques; par-conséquent il 
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faudra: que les termes affectés de dx’, dy', dz!, dans les expressions 
de dx, dy, dz, deviennent nuls, ce qui DR par rapport. à dx, 
les équations idéntiques 


dx da dx db dx de. i 
da * de À db * da t de E A o AO) 
dx da dx : db dx de 

DE RAT DES A À dt ba C ETER 
dx :, da dæ db dx dc za 
da de ah a E o * aT Os A 


On aura donc simplement, de=% dt, et l’on trouvera de la mème 
manière dy=Ÿ dt, dz =% dt, commo siles constantes 4, b, c, ; 


h, etc. ne variaient point, 


6o. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions 
d’autres corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont pro- 
portionnelles à des fonctions des distances, alors si on désigne, 
comme dans l'article 8 de la Section V, par —@ la somme des’ 
intégrales de chaque force multipliée pâr l'élément dē sa distance 
au centre d'attraction, et qu’on regarde la quantité Q comme fonc- 
tion de x, y, z les forces X, Y, Z sont de la forme 


da 
Hp Fm Z=; 


je donne ici le signe + à la quantité Q, parce que j'ai supposé que 
les forces X, Y, Z tendent à augmenter les distances x, y, z, au 
lieu que dans les fonctions — Q les forces pertarbatrices, diri- 
gées sur des centres , sont supposées tendre à diminuer les dis- 
tances des corps à ces centres. 

Dans ce cas, qui est celui de la nature, les variations des élé- 
mens a, b, c, peuvent s'exprimer d’une manière plus simple, en 
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employant, au lieu des différences partielles de Q relatives à %, 

Y, Z, ses différences partielles relatives à a, b, c, etc., après la 

substitution des valeurs de x, y, z en tet a, b,c} etc.; c’est cette 

considération qui a fait naître la nouvelle théorie de la variation 

des constantes arbitraires. 

Si on regarde x, y, z comme fonctions de &, b, c, etc., on 

aura AE CE 
CPP 
P=Rx Et Xp Xp, + EC 

de 


do." dû _ da |, dun ©! db , da x 
amaa Se ane desde, (EU) 


et ces valeurs étant substituées dans l'expression de da de Par- 
ticle 58, à la place de X, Y, Z, elle deviendra 


da -… da da da da  da\ dQ 
y 42 db. da. db}, da, :db\dn 7, 
HIE D Ag a T) a dt 
si da . de: da ‘de , da. de\ dû 
Greta gta a) a db 


etc. 


bA 


On peut faire disparaître de cette expression les termes multi- 
pliés par A par la considération que & ne contenant point 


les variables x', y, z', on a 


da. de. da..,de pidhi du. de 
— z — DE. LT — “x = 0 
De dé dé di bed i 
da __ da. da , da. db , da, dc ck 

L At Tai TANT N EU i AN 


doa  d®. da ‘da. db , dn | de tn 
de ia AE Ram as o EC AC 
Donc 


es 
RP 
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Donc, si on soustrait de la valeur de da la quantité 


(xet S ga X g) E 


qui est nulle, on aura 


da db da db da db 
aA ETY dde de 


Q 
ML a O a ad E 
da de da de da de 
; an de BE May À dat dr de, de y 
BGAN dc da dc da ENUOS 
de pdd AT 
etc, 


Cette expression de da est en apparence plus compliquée que 
la formule primitive d'où nous sommes partis; mais elle a, d’un 
autre côté, le grand avantage que les coefficiens des différences 

. da da 
partielles 2, c > etc. deviennent indépendans du temps ż, après 
la substitution des valeurs de x, y, z, x’, y',z'enteta, b, c, etc. 
données par le mouvement elliptique de la planète,.comme on 
peut s’en assurer par la FE A en faisant varier le temps £ 
dans les coefficiens, 


61, En effet, puisque æ est censé fonction de £, x, y, z, x, 
Y’, Z’, et que x, y, z, x’, y', z varient aussi avec t, de manière 
dx + u. dy dz dx’ dy dy dy 
E I A CAR RE a a a E À 
dz’ dy 
di = — g? Pa les équations différentielles du problème (art. 4), 


il s'ensuit qu’on aura, en différentiant par rapport à £, 
da da d'a da 
de = (rentes ha Shen à 
d'a dr da NCA d'a dé 
TA dy dady,” dY— dad? * S ; 
Méc. anal, Tom. II, 11 
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Mais a étant une des constantes arbitraires introduites par Pin- 


tégration des mêmes équations, sa différentielle relative à £ doit 


dx! dy 
devenir identiquement nulle par les mêmes valeurs de > pA 5 


d (4 
T3 On aura donc 


d THES +HRYH ET T ka na 
da ay da: aK “da e AV : 
de dx dy dy dd O 
équation be qui subsistera, par 4 en faisant va- 
rier séparément x, 7, Z; X', #',2!. 
Faisons varier x; on aura donc aussi 


x! g 
tr Hir STE 
da dV d'a dy R dy 
TT lada” dz didyÿ ” dy dde * dz - 
da dVi da. dV. ida #7 


Ta Re ISE da Z dada S- 
E 


D la valeur de la différentielle de = se réduira à 
da _ dY , da. d'F , da Pirs 
dE a da tay” dedy a% 


On trouve de la même manière 
da __ da 7, da dt, ‘da à à 
d.$ a SN EX 
FE da : dy Re 
‘& de * teta” AEA 


On aura ensuite 


d da y, d d'a 
aa dde “+ ar TS { 
na Ur da, AEn da -ae A 
Tan X de dd A T dede * de 


è 
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mais en faisant varier x’ dans l'équation identique da = o, et ob- 
servant que la fonction 77 est supposée ne pas contenir les va- 
riables x', y, z', on a | ; 


d'a da d'a . da da 

dd Te Trade tar art 

d'a dr” d’a dr da ay 
TEX da dady * dy — SER € EA 


donc on aura simplement 


d'u 


et Pon trouvera dé la méme maniere 


On aura des «expressions semblables pour les différentielles 
d. T; dp dr, dr, da d. $» en changeant seulement 
a en b, et ainsi pour les autres quantités semblables. 

Si maintenant on différentie le coefficient de a dt dans l'ex- 
pression de da de l'article 60, et qu’on y substitue les valeurs 
qu'on vient de trouver pour les différentielles de a T = 
R A an » On verra d’abord que les termes qui contiendront 


da db da db da db 7 
les différentielles de d? d dj? dj dd © détruiront mu 


a et que les termes qui contiendront les différentielles 
db , r y . ’ 
de À dx’ Ta» Cte. étant ordonnés par rapport aux différences par- 


tielles de 7, se détruiront aussi mutuellement dans chacun des 
coefficiens de ces différences partielles. 
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D'où Pon peut conclure que le coefficient de aa dans l'expres= 


sion de da, sera constant à l'égard du temps £, et ne pourra étre 
qu’une fonction de a, b, c, etc., aprés la substitution des valeurs 
de x, y, z, x, y', zt en a, b, č, etc. et t; de sorte que la va- 
riable č disparaîtra d'elle-même, et qu'il suffira d'y substituer les 
valeurs de x, y; Z, x’, y', z! qui ro ou à é= 0, où à une 
valeur quelconque de t. 

On prouvera de la méme maniére que le ż Marais des autres 
coefficiens des différences partielles de ©, dans la même expres- 
sion de da. Ainsi la variation de a sera représentée par une 
formule qui ne contiendra que les différences partielles de Q par 
rapport à b, c, etc. multipliées chacune par une fonction de a, b, 
c, etc. sans #. Et la méme chose aura lieu à l'égard des variations 
des autres constantes arbitraires b, c, h, etc. 

Ce résultat important , que nous venons de trouver á posteriori, 
n’est qu’un cas particulier de la théorie générale de Ja variation des 
constantes arbitraires, que nous ayons exposée dans le paragraphe 
second de la Section cinquième; et nous aurions pu le déduire 
immédiatement de cette théorie; mais nous avons cru qu ‘il n’était 
pas inutile de montrer comment on peut y arriver, en partant 
des formules qui donnent directement les variations des élémens 
dues aux forces perturbatrices, et surtout comment ces variations 
‘acquièrerit une forme simple et élégante par la réduction des 
forces perturbatrices aux différences partielles d’une même fonc- 
tion, relatives à ces mêmes élémens regardés comme. variables. 


62. Nous avons supposé, dans l'article 60, que les forces X, 
“Y, Z pouvaient s'exprimer par Jes différences partielles d’une 
même fonction Q, relatives à x, y, z: Cette hypothèse simplifie 
le calcul, mais n’est pas absolument nécessaire pour son exacti- 
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tüde, puisque les équations différentielles sont toujours indépen- 
dantes de la nature des forces accélératrices du mobile ; il. s’agit 
seulement de savoir ce qu’on doit substituer à la place re diffé- 
rences partielles de Q rélatives aux constantes arbitraires a, b, 
c, etc. Or ces constantes n’entrent dans la fonction Q que parce 
qu’elles entrent dans les expressions des variables XJ Z, dont 
Q est supposé fonction ; ainsi on aura 


da _ d2 Aa datid da, „dz 
RIT ye da ye de, 


da do da 
et remettant X, Y, Z à la place de Aa? on aura 


da dr, y d dz 

B = Zn Z rE 
quelles que soient les valeurs de X, Y, Z. Il en sera de même 
tà l'égard de Ea i etċ; en changeant a en b, c, etc. 

En général, si on dénote par la caractéristique d les variations 
de Q relatives aux constantes arbitraires a, b, c, etc., on aura 
d'A = Xdx + Ydy + Zdz; 
et si on suppose que les forces perturhatrices soient R, Q, P, etc., 
tendantes à des centres dont les distances respectives soient r, 

q, p, etc., ce qui donne 
| — dQ = dr + Qdq + Pdp + ete.; 5 
on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires, 
— A = Rdr + Qda + Pdp + etc. 


Je donne ici à d@ le signe —, parce que les forces R, Q, P, etc. 
sont supposées tendre à diminuer les distances r, q, p, etc., au 
lieu que les forces X, Y, Z sont supposées tendre à augmenter 
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les lignes X'y, 2; kviopiés nous ‘Pavons déjà, observé. dans lar- 
ticle 60, . i ÖF. 29) F 


63. p o à a « les formules générales de Particle 18 de la 
Section citée, aux élémens d’une planète, il n’y a qu'à considérer 
que les coordonnées x, y, £ étant indépendantes, doivent être prises 
pour les variables E, 4, ®;,et comme il n'y a qu'un seul corps 
mobile dont la masse 72 peut être supposée égale à l'unité, on aura 
simplement, comme dans Particle 5, | 
pa dd +de z dy, 
donc ` re ne 

AR Ÿ 2 D = y' y 2» 


Ainsi les constantes «, 8, y et À, x, », qui représentent les va- 
leurs de x, y, z et de x', y', z! lorsque t=o (art. 12, Séct. V), 
seront ici x,y,2,x/, y', Z" (art. 27), etles variations des élémens 
a, b, c, etc. deviendront de la forme 


= (a, b) BL (a, c) Ete) 
=(—(a, b) À +6, 9% 2 + etc. ) dt, 


etċ. ; 


‘les coefficiens représentés par les symboles (a, b), (a,c), etc. 
étant exprimés ainsi: » 


Mdb | re 
LS tn ne NES 
è da da |, db 
| TEXRT EX ALL 
+ da de 
À (a, c) SRDA ES cs ay x A a CAT PS 2 
da à 


| -Expr Exp HIX, 
3 etc, 22 | | 
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On voit que ces expressions de da, db, etc. coïncident avec 
celles que nous avons trouvées ci-dessus (art. 60), si ce n’est qu’à 
la place des lettres x, y, z il y a les lettres x, y, Z, qui repré- 
sentent les valeurs de x; y, zlorsquef est égal à zéro,ou à une valeur 
quelconque, puisque le conmmencemént du temps £ est arbitraire, 
ce qui revient au même, parce que les cocficiens (a, b), (a, c), etc. 
devant être indépendans de #, les quantités a, b,c, etc. doivent 
être les mêmes fonctions de CA I, Z, KV; Aque de x, y,2, 
rot 


64. Comme les quantités x, y, Z, x’, y/, z’ sont aussi des cons- 
tantes arbitraires, on peut les prendre à la place des six consr, 
tantes &, b, c, h, i, k. Changeant donc a en x, ben x’, cen y; 
h en y', etc., on aura | 


GX), (7, = 0, i, 


et tous les autres coefficiens (x, y), (x, Z), (x', y), etc. devien- 
dront nuls; de sorte que les variations de x; y, Zy x!, y 2 siroot 
représentées par ces formules très-simples 


dx= 4, dy =— di, di => 4, 


dx =$ dt, d' =F dt, de == Et, 
lesquelles résultent aussi de-celles auxquelles nous sommes par- 
venus directement dans Particle r4 dela cinquième Section; ainsi 
il y aurait toujours de l'avantage à employer ces constantes à la 
place des autres constantes à, b, c€, etc. 

Mais quelles que soient les constantes @,'b, c, etc., elles ne 
peuvent être que des fonctions des constantes X, y, Z, x etc.; 
donc réciproquement on peut regarder celles-ci comme fonctions 
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de celles-là, On aura ainsi: 


da ES KiS z 
dla — x & he T% +R A % Ta 
d2 d2 dz 
Tags ari TFRS da) 
donc substituant les valeurs de 2 D Eh , etc. de Particle précé- 
dent, on aura . sh 


T dt= ds + dy + du 


Or x, y; ñ, x, ètc. étant fonctions de a, b, c, ctc., on a 
dx =% das à = db S = de H etc., 
dx= Zda + fy db +- de + ete., 


etc, 
Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux. 
variations da, db, dc, etc., on aura 


d2 dt=[a, b]db + [a, éjde + (a, Ajdh + ete., 


où les symboles [a, b], [a, c], etc, sont exprimés par ces for- 
mules : 


dz’ 

[a = x x r EX T 
dx. dx = dy dz | dz 

TT, de Sidh -Xx TT XD! 

dx dx’ dx 

Le, =x r ai 


a UE AROR AK AEA 


ete, 
On 


SECONDE PARTIE, SECTION VII. 89 
On aura de même, à cause de [b, a] = — [a, b], 


D dt = — (a, b]da + [b, cjdc+ [b, h]dh + etc. , 
d dx’ så 
[b, c] = TX Le RE Z 
OE AE ax dy ARE A ; 
a X dem x dre D QE PAL) 


— 


et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités &, b, €, 
h,i, k entrelles, prises deux à deux, et en observant que l'on a 
en général [b, a] =— [a, b]; de sorte que la valeur des sym- 
.boles ne fait que changer de signe par la permutation des deux 
quantités qu’ils contiennent. 

Si on compare les valeurs de ces symboles marqués par des 
crochets carrés, avec celles des symboles analogues marqués par 
des crochets ronds (art. 63), on y remarque une analogie singu- 
lière, qui consiste en ce qu’elles sont exprimées de la même manière 
en différences partielles de a, b,c, etc., relatives à x, x', y, etc., 
ou de x, x', y, etc. relatives à a, b; C, etc. 


-65. Ces dernières formules sont celles que j'avais trouvées direc- 
tement, dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires (*), et elles résultent aussi immédiatement de la for- 
mule de l’article 12 de la Section V, laquelle, en faisant les substi- 
tutions indiquées ci-dessus (art. 61), se réduit à 


A.Qdt = Axdx' + Aydy! + Azdu! à 
! ! ! £ 
— Ax'dx — Ay'dy — At/dz. 

Dans cette formule, les différences marquées par. d' doivent. se 
rapporter aux variations de toutes les constantes arbitraires à, b, 
c, etc.; mais les différences marquées par A peuvent se rapporter 
BANER oo a AOS A E O E 
(*) Voyez les Mémoires de la première Classe de l'Institut pour’ 1808. 

Méc. Anal. Tom. II. 12 
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à la variation de chacune de ces différences enparticulier (art. 10, 
Sect. citée). Ainsi on aura, en rapportant la caractéristique A suc- 
cessivement à &; b, C, de 


à 


da í 2! 
aA dt = a. Dee Et F eyl + 
e My — E 
= 
et de même en changeant a en b, c, cte, A 
Mais on a 


ax = % da + + + HSE de + ete: ; 
LE a X la 24 e me db + D de + ete., 


et de même pour d'y, dy’, dz, dz'; en faisant ces substitutions 


da da À z ë 
on à pour, iz» To etc. les mêmes formules trouvées ci-dessus. 


Mais une conséquence importante qui résulte de ces formules, 
c’est que la variation de la fonction @, ‘en tant qu’elle dépend de 
celle des élémens æ, b, c, etc., est toujours nulle. En effet, si 
dans la différentielle 


Pda + À db + À de + ete., 


on substitue les valeurs de zA day etc. en ga etc. on trouve 


que tous les termes se détruisent, ce qui est un résultat très-re- 
marquable. e 


66. Comme la solution du problème principal dans lequel on 
wa point égard aux forces perturbeiricess doit donner les valeurs 
des QUEUE x, y, Z én t, avec les constantes arbitraires (NE AA 
c, etc., il n’y a qu'à faire d'abord ¿= o dans ces valeurs et dans 
celles de leurs différentielles relatives à z, et prendre ensuite leurs 
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différences partielles relatives à a, b, c, ètc. On a ainsi facilement 
les coefficiens des différences da, db, etc. dans les valeurs de 
pi dt, A dt, etc., et il ne s’agit plus que de chercher ces diffé- 
rences mêmes par des’ éliminations linéaires, comme je lai pra- 
tiqué dans le Mémoire cité, à l'égard des élémens des planètes. 

A cet égard, les formules de Particle 62 paraissent avoir de 
l'avantage, en ce qu’elles donnent directement les mêmes: diffé- 
rences; mais elles demandent d’abord qu’on ait les expressions 
des constantes arbitraires a, b, c, etc. par les variables x, y, Z 
et leurs différentielles, ce qui, dans plusieurs cas , ne peut s’ob- 
tenir que par des éliminations d’un genre supérieur aux linéaires; 
ensuite, après avoir pris leurs différences partielles relatives à x, 
YZ, x',7', z', il faut y remettre les valeurs de ces variables en 
Gb, etc, puisqu’en dernière analyse les coefliciens (a, b), 
(a, c), etc. doivent devenir des fonctions de a, b, c, etc. sans £, 
ce qui constitue l'essence et la force de cette analyse. 

‘Quoi qu’il en soit, ayant donné, dans le paragraphe I, des ex- 
pressions fort simples des coordonnées x, y, z en tet a, b, c, 
h, i, k, nous y appliquerons les formules du dernier article, pour 
en déduire les variations des élémens a, b, C, ctc., comme nous 
avons pratiqué dans le Mémoire cité, parce que le calcul par 
ces formules acquiert une simplicité et une élégance qu'il n’aurait 
pas, à beaucoup près, par les autres formules. 


67, Reprenons les expressions de x, y, z données dans lar- 
ticle 15, | 


X—= ax + BY, J=eX+RY, 2=aX+R,7, 
dans lesquelles (art. 17), 


X= a (cos4—e), Y=avVie x sing, 
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l'angle 8 étant déterminé par l'équation (art. 16) 


t—c— VE x (9—e sinb). 


Ces formules ont l'avantage que les trois élémens de l'orbite, &, 
b, c ne se trouvent pas dans les quantités variables X, Y, et sont 
pār conséquent séparées des trois autres “élémens h,i,k > qui 
ES de la position! de Porbite, et dont les cocfliciens «, B, 
a’, etc. sont fonctions (art. 13). 


Coniidéiné d'abord la UO, 
PE se 3a dz? 
dx. ae dz Le 


a dz 

Tdi PRE DIRE 
et substituons - -y les valeurs de x, y, z données ci-dessus; em 
Tainaa * ue 

-T xa, i K me 
on aura pour x’, y, z les mêmes expressions, où les quantités 
X, Y seront marquées d’un trait; et comme les constantes 4; 
b n’entrent que dans X et F, on aura 


dY s dx’ 


derga AA , 
NE ET tE T 
dx dX dr: 1lucdis) Togad 


g~t tD. w a + B 


et changeant a, Ê en «,, B, et en a, B,, on aura les valeurs 
de 2 Le etc. 

Ces différentes valeurs étant substituées dâns la formule précé- 
dente, et ayant égard aux équations de cóndition 


apa pam, BH BHB =i, 08 +8, Hap =o, 


e g 
n ai 
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qui ont lieu entre les coefficiens a, 8, «,, etc. (art. 14); cette 
formule se réduira à la forme 

PS dY: > aY- DAKE AX dYi dy 
xa E dda S d dE d ? 
où Pon voit que les quantitéssæ, 8, æ’, etc., qui dépendent de là 
position de l’orbite, ont disparu. 

On aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles 
relatives à -c, et il wy aura qwà changer dans la formule précé- 
dente a et ben c. 

Si donc on substitue dans x,» X’, Y’ leurs valeurs en #, 
qu’ensuite on fasse £ égal à zéro ou à une quantité quelconque déter- 
minée, et qu'on désigne par X, WAL ceme o iX Y 
deviennent, on aura (art. 64) 

dk ax dY Le aX’. dX dY. dY 
Lo = ja a X d — da * db — da * T? 
et lon aura de même,les valeurs de [a, c], [b, c], en changeant 
benc et a en b dans les différences partielles. 


68. Or on à ? 


+ 


X = a(cosô—e), Y = ayı— e sinl; 


dx dy 


donc puisque X' = +, Y = > On aura 


. -n d8 -== dð 
X'=—asin0, Y'=aVi—e x cosh g; | 
Mäis l'équation SET" 
(t—0) y5 =80 —esint 


donne, par la différentiation , 


ERE 


Ae BCO? 


+ s 
À: 
. 
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donc on aura. * 


sin 8 = yS _cosð 
Ae 1—e cosb’ 


Il faut maintenant différentier ces- formules en faisant varier les 
trois constantes &, €, C; nous dénoterons par la caractéristique d' 
les variations nee à ces constantes; ainsi on aura d’abord 


624: AA des 


Ji = 
2 — e cos ô 
ensuite Ea > 


AX = — asinôS coSÿda — d.(ae), 
Y= ayè cosbdb-sinbd:(aVI =e), 


cos ĝ—e . 
TRNA 7 Ext een CE aS. do 


8 cos 8 Ÿ 
D g sin ĝ cos sin xd d.(/£, 


xg — e cos G— € cos dy dE —ecosh 


pere à Su o TA 


(1 —e cos8)* 


g2 
+ Ex ap LARMES cos 


(1 —e cos gp € 
+ ET (VE x y 16), 


On peut faire ici t=0; mais il est plus simple de faire ¿= c, 
ce qui donne aussi 6= o; ainsi on aura, en changeant X, Y 
en X # Y, 


de 
M — ext 


JX— (1—e)da—ade, 


= aie d= yix VE de, 


” 


a > ” 


PA 
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8 
E VEx ie x F5 
= VEx di A x LUE Ve) DE) 


a) (VEx a r5 VE+VE *X VE 


69. Ici nous avons conservé la quantité e, qui est la demi-ex- 
centricité; mais si, à sa place, on veut employer le demi-para- 
mètre b= a (1—e*), on aura, par la différentiation, 

_— (O — e) da —db 
de EN peaa 2 A 
et les expressions de £X et de AY’, qui contiennent de, de- 
viendront $ 


— (1 —e) da te > ee 
EE MIRE haa | 


RNS eV DE masi Ed e dE 
= Ext 2ae da = Ex ET a y res 


De là nous aurons les différences partielles 


dX  (1—ey aX _ 1 dX 

dyas 2e ,? db 7 ae? de 0» a 
dY ax ESVI—e 

da 0» dB 0» ŒETrEN a ESs? 
ax’ dx’ dx! g 1 

Pa 4 2? dc a (ie)? 

dE Vie Me - VE 1 dY’ 
Ur Ex K 2ae ? Poog m 2 he Vie de m% 


et Pon trouvera, par la nes de ces valeurs dans les ex- 


LE | 


ve? 


e < 


” € 
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pressions des #symboles [a,b], [a, c], [b, ©] de Farticle 67, 


sra 
[a, b] = 9; [a, = ETES aa ? 


| a” Vie x. 
[b, c] =. 2a°e oND s= = 0. 


On aurait-encore les mêmes St en changeant b en e, si 
on voulait conserver lexcentricité à la place du paramètre. 


| 70. Considérons ensuite la formule 


dé dx dy dy di, de 
Ja Ch Sida de da ” dh° 


Comme la quantité une se trouvé que dans les coefficiens a; 8, 
4, etc. qui ne contiennent point a, on aura 


et PE an. a, Ê en «,, B, eten «,, B,, on aura les valeurs de 


dy dy de 
Shoot T T A l'égard des différences partielles relatives à &, 


elles seront les mêmes que dans Particle précédent. 
En faisant ces substitutions, on remarquera qu’en. vertu des 
mêmes équations de condition différentiées, on aura 


ada +-a da, + gda, =o, BdB+ bdp, + B,dB,=0, 
adb + a dB, + adp: Senam Bda TE Bida, nes Bada, ; 


de sorte qu’en faisant, pour abréger, 


Bda -+ Bda, + D. dy ; 


, quoique la valeur de dy 


(j'emploie l'expression différentielle 
ne 


oz 


oi 


i øK f 
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ne soit pas une différentielle complète), la formule 


a A dx 
T a a A FEX T 


se réduira à la forme 
dY : -paN dy 

ir )# 
et la formule - 

dx’ dx dy’ d dz’ dz 

OS EE A 
à cette forme semblable 

dy’ dX’\ dx 

Donc, en retranchant la seconde de’ces quantités de la première, et 
observant que X'4Y+-YdX'=d.X'Y, et Y'dX+Xd!] XY’, 
on aura pour la transformée de la formule dont il s'agit, conte- 
nant les différences partielles relatives à @ et h, 


d.(YX — AP) y 
a x ? 


et il en sera de même en changeant a en b et c, et h en set 4. 


71. Il nous reste à considérer les formules où il n’y a que des 
différences partielles relatives à 4, z, Æ; de sorte que comme ces 
quantités n’entrent que dans les coefficiens &, 8, a, , etc., il wy 
aura aussi que ces coefficiens qui deviendront variables. 

Les différentielles de ces coefliciens se réduisent à ie forme 
irès-simple, en employant les coefficiens analogues 7:97, 7 eten 
ayant égard aux équations de condition entre ces différens coeffi- 
ciens (art. 14). 

En effet, si on suppose 


yda. + yda t yda, = dr, 


ydß + Yı rF yd; = do, 
Méc. anal. Tom. II. 15 
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les trois équations 
ade + a,de, + a,da, = 0, 
Bda + B.da, + Bde, = dy, 
. yda + yde, + yade, = dw 
étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la premiére par æ, 
la seconde par B, et la troisième par y, on a 


du = dx + ydr; 
et si on les multiplie par «,, B., y, et par a, Bas Ya; qu'on les 
ajoute ensuite, on a pareillement 
da, = Bd + ydr, 
~da, = fid + yad. 


De même les trois équations 
«dB + adb, + adb: = — dx, 


iz dB + Bdp, + Bdh, = 0, 
78 + ydh + yd, = do 


dB = — ady + ydr, 
dh. = — addy ydr, 
dB,= S asd% + 7.47. 


Enfin les trois équations 
| ady + ady, + a dy, = — dr , 
Bdy + B,dy, + Budya = = do, 
ydy + y:dy, + ydy, = 0 
donneront pareillement 
dy = — adr — fds, 
.— dy= — adr pde, 
dy;= — adr — ß,dr. 


donneront 
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72. Par le moyen de ces formules 6n aura 


di’! 
DE RS 


= (8X—ar)% +R + TT), 


et affectant les Anti a, B, y d'un ou de deux traits, on aura 
d 


3 à dx’ dz™ 
les valeurs de PA A pour ayoir celles de Fy» LA g ny aura 
qu'à affecter d’un trait les quantités X et Y. 11 en sera de même 
des différences partielles relatives à Z et 4, en ne faisant que 
changer en z et. Æ. 
En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux mêmes 
équations de condition, la formule 
, de D dl dy = d ds + 2 => 
ES LE x PRE 
do Suam © dy} dÿ ‘dr | de 
TR Tdi dr de * di 


se réduira à celle-ci : 


(XF + pëe (x + ve 
-irpiri 
de. de 


=(XY'— YXN( 5X3 aE aT a) 


Il en sera de même des formules RNA en changeant le 
et i en k. . 
Comme les coefficiens a, B, y, æ, etc sont fonctions des trois 
élémens %, ¿, % (art. 13 et 14), les trois quantités dx, dr, dr, 
que nous ayons introdyites dans les formules précédentes , doivent 
être aussi fonctions ‘des mêmes élémens ; et si, dans les valeurs 


Fe) 


je 
N 


m 
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de ces trois quantités, on substitue les expressions de g, B, etc. , 
données dans les articles cités, on trouve, après quelques réduc- 
tions fort simples , | 


dy = dk + cosidh3 
dr = — cossin idh + sinÆdzr, 
: ds = sinksinidh + coskdr. 
$ é - 


Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le cal- 
cul, elles représentent d’une manière fort simple les variations 
instantanées de la position de l'orbite. En effet, comme le plan 
des x et y, auquel nous avons rapporté l'inclinäison z et la lon- 
gitude À du nœud, est arbitraire, on peut le faire coïncider dans 
un instant avec celui de l'orbite, en faisant ¿= o; on aura alors 


dy = dk + dh, dm = sinkdi, de = cos di. 


Dans ce cas, + #4 sera l'angle que le grand axe de Pellipse fait 
avec une ligne fixe; par conséquent dh+-dk, ou dx, sera la ro- 
tation élémentaire du grand axe de l'orbite sur son plan. 

L’angle élémentaire d£ sera l’inclinaison comprise entre deux po- 
sitions successives du plan de l'orbite devenue mobile, et l'angle 
h sera la longitude du nœud formé par ces deux positions, comptée 
sur le même plan; de sorte a en désignant par di’.et h’ ces deux 
élémens , on aura 


d! = Vda + do- et tangh' = + 
ainsi la variation instantanée de la position de l'orbite est déter- 
minée par les trois élémens dx, dr, ds, d'une manière indépen- 
dante de tout plan de projection: | 


73. Il est maintenant très-facile de trouver les valeurs des autres 
coefficiens représentés par les symboles [a; h]; [b, h], etc.; il wy 
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a qu'à substituer pour XY'— YX', c’est-à-dire pour D , 
sa valeur, qui est =D (art. 11) = Vgb (art. 15), et pour dx, 
dr, do, leurs valeurs en A, z, k de Particle précédent ; mais à la 
place de Pélément Æ nous retiendrons l'élément %, qui exprime 
l'angle que le grand axe de l'orbite parcourt en tournant sur son 
plan mobile; c’est PEOD EE le mouvement de Paphélie ou du 
périhélie sur le plan même de l'orbite. Nous aurons ainsi 


x = k + fcosidh; donc, # = x — [cos idh; 


ensuite 
dy dr ppp 2 
LR =1) g, —=—Cosksinz, g = Sn k, 
dr KIS R de 
> = sin% sinž, g m COSk, 


et toutes les autres différences partielles seraient nulles, ce qui 


donne à 
` dr i dx de = 
PA Ta x g = — Siné. 


- 


De là on aura m 
[a, h =0, [a, i]. = 0, [a,x] = 0, 
Co, = e =o b, x=}, 
[E h io lc, i moe] mo, 
[h, i} y x—siné, [h,X]=0, fé, x] = 0- 


74. Ces valeurs; jine à celles que nous avons déjà trouvées 
(art. 67), donneront enfin 
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9 pii E 5: de, f B f i à 


= ? dt= — y gb. x sinidi, | 
de= vgb x sinidh, 


da 54 g | 
D de=] 4/8 ab) 


d’où résultent ces expressions très-simples des variations des élé- 
mens elliptiques , + 
"ee 2a° ‘dA misagad { -dà 
CPE T ie. de = = X j dt, 
a as ayb . dQ 
db = x 7- dt, de LC a 
da . Éa da 
dh = yax ani? di dt, di T7 Vgbxsini dh < D 
75. On aurait des formules un peù moins simples, si à la place 
du demi-paramètre b on voulait conserver la demi-excentricité e. 
Alors, à cause de b=a(1—e*), on aurait XY Y. X =y gali—e’) Js 
ce qui donnerait 


Vsa =e HE, 


la, RCE [e, x)= 


et les yaleurs de À uy, 7 EP E E E 


da. ne E Vaüse) 
x dt = 20 de — ET E dx, 
LE = dx 


q t= | 
T ae ES a Ja — KEE de; 
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d'où Pon tire, en substituant pour æ sa valeur donnée ci-dessus’, 


de x dt + x aa FA 

„o = a(i—e) 
de = = x gate X ae, 
W= EX e ze dt 


qu'on substituera à la place des valeurs de de, db, dy de lar- 
ticle précédent , les autres valeurs demeurant les mêmes, 

Par ces formules on peut donc avoir l'effet des forces perturba- 
trices sur le mouvement d’une planète, en rendant variables les 
quañtités qui, sans ces forces, seraient constantes; mais quoi- 
qu'on puisse de cette manière, déterminer toutes les inégalités 
dues aux perturbations, c’est surtout pour les inégalités qu'on 
nomme séculaires , que les formules que nous venons de donner 
sont utiles, parce que ces ‘inégalités étant indépendantes des pé- 
riodes relatives aux miouvemens des planètes, affectent essentiel- 
lement leurs élémens et y produisent des variations ou-eroissantes 


avec le temps, ou périodiques, fais avec des périodes propres: 


èt d’une longue durée. À 

76. Pour déterminer les variations séculaires, ik n’y aura qu'à 
substituer pour Q@ la partie non périodique de cette fonction, 
c’est-à-dire le premier terme du développement de Q en série du 
sinus et du cosinus d’angles dépendans! des moyens mouvemens 
de la planète troublée et des planètes perturbatrices. Car Q v’étant 
fonction que des coordonnées elliptiques de ces planètes, lesquelles 
peuvent toujours, du moins tant que les excentricités et les in- 
clinaisons sont peu considérables, se réduire en séries du sinus 
et cosinus d’angles proportionnels aux anomalies et aux longitudes 
moyennes; on pourra aussi développer-la fonction œ dans une 
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série du même genre, et le premier terme sans sinus et cosinus 
sera le seul qui puisse donner des équations séculaires. 


Désignons par (Q) ce premier terme de Q , lequel sera une 
simple fonction des élémens a, b,c, e, h, ¿de la planète trou- 
blée, et des élémens semblables des planètes perturbatrices; il est 
clair que Pélément c qui est joint au temps £tne s’y trouvera pas; 
ainsi en substituant à la place de Q, on aura, pour les varia- 
tions séculaires , les formules | 

da = o, Te 
Vie . d(Q). V= Spi 
de Va X gdy Lt TIE = rr sdt, 


RE 1 d(Q) DT 1 KON. 
ST Va sinidi? di S Veb” sinidh? 


E aA de XD 
5 


où b=a(1— e’). 
e # Eo 


77. équation da=o fait voir que le demi-grand axe, ou la 
distance moyenne & n’est sujette à aucune variation séculaire , 
» ce qui n’est qu'un cas particulier du théorème général que nous 
avons démontré dans l’article 23 de la Section V; car la quantité 
H de cet article est la même que la quantité 7 des articles 5 et 
suivans de la Section précédente, et on voit par l'article 15, que 
lon a H=— se, Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne 
des planètes les résultats que nous ayons trouvés sur la valeur de 
la force vive d’un système quelconque (Sect. V, $ III). 

La variation dc produit une altération dans le mouvement 


moyen; Car u = (t—c) VE 5 étant lanomalie moyenne, , C’est-à- 


dire , l'angle du: mouvement. moyen compté depuis le périhélie 


(art. 19), cette anomalie sera sujétte à une variation exprimée 
par 
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par — VE, à cause de da=o; et si on ajoute la variation dx 
du lieu du périhélie dans l'orbite, on aura dx — v 5 dc pour la 


variation séculaire de la longitude moyenne , que nous désigne- 
rons par dà. 
On aura ainsi 


dx = dx — V5 à = — a (/E xD a 


V1—e e x 40) 
Er 1 PViee a 
e* 


1 + Vie 


à cause de 1—V/1—e = 


78. Lorsque Pexcentricité e est fort petite, les valeurs de e. 
et d% ont l'inconvénient d’avoir au dénominateur la „quanti 
très-petite e. Mais il est facile d'y remédier en substituant à Ja 
place de e et % les transformées esin%, ecos%x. 

En effet, si on fait 


m= esin yE n ==-.6C05Y, 
on aura i 


- EU 
dm = sinxde Lecosxdx, dn = cos yde — ê sin xd% ; 
donc substitüant les valeurs de de et dx ; 


abe a d 
dm = VOTE (co cos x 0) — x dt, 
dn = — L AESA x KD + cos x DV dt, 


Or, en regardant (Q) comme fonction de e et % , ct comme fonc- 
tion de m, n, on a 


wo = mt) d(Q) de = dm -+ 22 10) Fe 
Méc. anal. fin IE 14 
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équation identique qui, par la substitution des valeurs de dm et 
dn, donne -ees deux-ci : + 

1 = ap cos% — ES esiax, 

d d(Q) d 

= sin % + COS %5 


donc , faisant ces substitutions, on aura les équations 


i $> 
— Vi—e KA) EES Yir e dA) 
dm = EC Ms dn = 7 EX da T? 


qu’on pourra employer à la place de celles qui donnent les va- 
leurs de de et dx (art. 76). : | 
On peut faire des transformations analogues sur les dernières 


équations qui donnent les valeurs de dh et dr: 
Soit pour cela | 
p=snisink, g= sinicos# ; 


on trouvera par un procédé analogue, 


Veb — Ve 


79. Les forces perturbatrices que Pon considère dans la théorie 
des planètes, viennent. de Pattraction des autres planètes, et nous 
donnerons plus bas la valeur de Q qui résulte de cette attraction; 
mais on pourrait aussi regarder comme force perturbatrice la ré- 
sistance qu’elles éprouveraient de la part d'un fluide très-subtil, 
dans lequel on les supposerait nager. Dans ce cas, en prenant R 
pour la résistance, on ferait, comme on la vu dans l'article 8 de 


la seconde Section, 
5 dx d T 


3 4 ; 
dp = © x Te dt, "3 o x dt. 


le fluide résistant étant supposé en repos. 
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TI en résultera ainsi, dans la valeurs de AO , les'tèrmes (art.162) 


Ce D) 


On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré 
i LA, Y ir -ds ` ! .,» i . 
de la vitesse, laquelle est représentée par +, et à la densité du'mi- 


lieu, que nous désignerons par T; ainsi les termes dus à la 
résistance, dans l'expression de dQ, seront 


nE Tds (dxdx -+ dydy + dadz) - 
{e - 


Pour évaluer la quantité-dxd\x + dydy + dzdz, il n’y a qu'à 
employer les formules des articles 67 et 70, en observant que la 
caractéristique d se rapporte au temps ž, qui n'entre que dans les 
valeurs de Xet Y, et que la caractéristique d doit se rapporter 

Maux constantes arbitraires a, b, etc., qui entrent dans X-et Y 
et dans les coefficiens g, B,.«,, etc. 


On aura ainsi, en changeant d en d dans les expressions de 
da, dB, «etc., | x 


dx= adX+ dY, dy =4,dX4-BAdY, dz=a,dX +847, 
ds = ad X + BAY + XBOX Hydr) HY (ad X +9 d6) 
= a(S X— YIX) +H P(S Y XSL) + y (Xd7 + Ydo), 
dy = a(S X— YA) BOY XIX) y (XIE Yio), 
dz = a (SX — Y4) +H B(S Y + XIX) + y XS md), | à 


De là, en ayant égard aux équations de condition entré les coefli- 
ciens æ, B, y, 'œ,, etc. (art. 14), on aura | 


dxdx + dydy.+. did z 
= XX Ad YAY HAXÉY- FAX) das > 


et si on y substitue pour X-et leurs valeurs cos®, 7 sin® 
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(art. 15), on aura | 


dXX + dYdY = drdr + r°dDJ®, 
XdY — YdX = r°d® 


ds = Vd X` +dY* = Vdr + rdo. 

Donc les termes à ajouter à AQ, à raison de la résistance du mi- 
lieu, seront représentés par : 

de 

_ITVde+ hh + dost + rdod 200 
de 

où il n’y aura plus qu'à substituer pour 7 et ® leurs valeurs en £, 
données par les formules des articles 21, 22, en faisant attention 
que la caractéristique 4 se rapporte à la variable ż, et la ^ aux 
constantes arbitraires. 


CHAPITRE. IIT.. 


Sur le mouvement d’un corps attiré vers deux centrés fixes par des. 
forces réciproquement proportionnelles aux carrés des distances. 


80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application au 
système du monde, où tous les centres d'attraction sont en mou- 
vement, il est néanmoins assez intéressant du côté analytique, 
pour mériter d’être traité en particulier ayec quelque détail. 

Supposons qu'un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres 
fixes par des forces proportionnelles à à des fonctions quelconques 
des distances. 

Soit, comme dans l'article 4, Pun des centres à l'origine des 
coordonnées, .et R la force attractive; et pour lautre centre, sup- 
posons que sa position soit déterminée par les coordonnées a, 
b, c, parallèles aux x, y, z; soit, de plus; Q sa force attractive, 
et q la distance du corps à ce centre; il est clair qu'on aura 


q= VIRE) (x — 0) 
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c’est-à-dire, en substituant pour x, y, z leurs valeurs en 7, 


yẹ, @ (art. 4), 
q= y (r°— ar [(acos g + b sing)cosd + csing] + 4°), 


en faisant h= y/(a* + b* + c*), distance des deux centres. 

Il est clair que la valeur de F sera la même que dans le pro- 
blème du chapitre I; mais la valeur de 77 se trouvera augmentée 
du terme f'Odg; et comme Q est fonction de q, et g fonction de 
7 ò èV 

SL? p? dr? 
les termes suivans, savoir, 0%; 07 i o À J> Qu'il faudra par 


7, ®, À, ce terme donnera, dans les FSP RER 7 


conséquent ajouter respectivement aux premiers membres des 
équations différentielles de Particle cité. 

On aura donc pour le mouvement du corps attiré vers deux 
centres par les forces R et Q, les trois équations suivantes : 


Là + = 
dr de" + d 
de PEEN L RHA —0....(1), 


d. i Anar 
ESAT r*sin cos | dg 4 Q7 dq p = 0: INST (2); 


d.r° ôd, 
Er + eF = a TA 
Et si le corps était attiré en même temps vers d’autres centres, 
il wy aurait qu'à ajouter à ces équations des termes sembläbles 
pour chacun de ces centres. 
L’équation T+ 77 =H donnera cette qui ggjjation; qui 
est une intégrale des précédentes, | 
r è + dẹ’) dr 
CPE NOEL E Sf Rdr f Qdg= 3H; 
et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes étant 
multipliées respectivement par d4, dọ, dr, èt ajoutées ensemble , 
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donnent une équation intégrable, et dont l'intégrale est celle que 
nous venons de présenter. 

On tire de cette équation 


(cos ède? +d. dr 
shan] D = 4H —af Rdr af Qdq — H, 


valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée 
par r, la réduit à € 


DE + Rr + of Rip Ora fodi = 4H. 


Or, puisque q= r +h — 2r[(a cosg +bsin p)cos4-+cesin4], 
on aura, en faisant varier r, 


d a ajs 
q J= r= (acoso bsing)oos esing ra E s attat, 


donc substituant cette valeur de a, on .aura enfin G 
d, BR 
Et Rr +af Rdr  Q THE + of Qdq = 4H. 


Cette équation a avantage. de ne contenir que les deux va- 
riables r et q, et elle indique en même temps qu'il doit y avoir une 
pareille équation “ntre g et r, en changeant simplement 7 et q, 
ainsi que R et Q entrelles; car il ‘est indifférent de rapporter le 
mouvement du corps à Pun ou à l’autre ‘des/deux centres fixes, ‘ét 
il est clair qu’en le rapportant au centre des deux forces Q, on 
trouverait, par une analyse semblable à lar précédente, 

e LE + Qg + 2/Qdq +R paie + 2/Rdr = 4H ; 
ainsi On pourra, -par :ces deux équations, déterminer directement 
les deux rayons r-et g. 


7” 
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Je remarque maintenant qu'on peut, sans rien ôter à la géné- 
ralité, supposer les deux coordonnées æ et b du centre des forces 
Q, nulles, ce qui revient à placer l'axe des coordonnées z dans 
la ligne qui joint les deux centres. Par cette supposition, on aura 
c—=h, et la quantité q deviendra y/(r*— 2Arsin+ At), laquelle 
ne contenant plus 9., on aura donc A =0. Par conséquent la troi- 


d, Cote o, dont Pin- 
tégrale est ` cen 2?—B, B étant une constante arbitraire; d’où 
; dọ Za B ; SR Fe + hè? — q° 5 

Pon tire + = Foosÿ > Mais On a sind ="; donc 


PRE LP el en 2 À 


sième équation différentielle se réduira à 


; par conséquent en substituant 
cette valeur, on aura 
do 4Bh° 


ED CE ET + 
de sorte que connaissant 7 et q en £, on aura aussi @ en £. 
Or, puisque sin et æ sont déjà données en r et q, il est clair 


qu'on peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et 
q, et alors elle sera nécessairement, à raison de la constante ar- 
bitraire B, une intégrale complète des deux équations ci-dessus 
en r et q. En effet, on aura 


— CHER) dr anda, 
rap = CERE 


ajoutant dr et réduisant, il viendra 
redy + drs = à LOI + ra'd’ — Hg —M)rgdrdg 


ARE RE — gy 

De plus, on aura 
i cos d’dp? 4B: 
ETES ere 
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Donc faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant 
le dénominateur , on aura cette intégrale 
ps grar a Es (e + q° — h’) rqdrdg + afi 
Hkr (rh g’) ](S/Rdr+/Qdq— 2H) =0. ..(a). 


Et il est facile de voir maintenant, d’après la forme de cette équa- 
tion, qu’elle résulte des deux équations en 7 etg, multipliées respec- 
tivement par 2g*d. r°—(r°+g"—h")d.q°, 2r°d.q—(r°+-9—h)d.r", 
ajoutées ensemble et intégrées ensuite; mais il aurait été assez diffi- 
cile de découvrir cette intégrale & priori. 


81. Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre 
integrale des mêmes équations; mais on ne saurait y parvenir que 
pour des valeurs particulières de R et Q. 

Si on suppose, ce qui est le cas de la nature, 

D. à B q 


on trouve alors que ces équations, multipliées lune par d.g", et 
Pautre par d.r*, donnent une somme intégrable et dont inté- 
… grale est “ 
dr xXd.q af + —h) _BGP HET — h’) 
adt? r q 
=4H(r*g') H 20...» - (b), 
C étant une nouvelle constante arbitraire. | 
Cette équation étant multipliée par r°+ qg—h", et ajoutée à l'in- 
tégrale (a) trouvée précédemment, donne, dans l'hypothèse pré- 
sente, une réduite de la forme 


— 2Bq{g" + 5° —h)= 2H(rf + gt + Gr°g* — ht) 
+ aC(r + qg—h)— 2B,.....,..(0) 


a 


Et 
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Et la même équation étant multipliée par 27g, et ensuite ajou- 
tée à celle-ci, ou retranchée, donnera cette double équation, 


GE arig (+ D 


— BI Ere ENHE] 
He (rE BI NME NES (d). 
De sorte qu’en faisant r+q=s, r— q = u, On aura ces 
deux-ci : 


ET — (a+ B)s + hat B)s =H(st —h)+Cs*—B" a 
2 12)2 2 ... € 
Ce — (a—B)u+ h{e—8u=H(ut—h)+Cu—B* y 
d'où Pon tire d’abord cette équation, où les variables sont séparées, 
ds 
VLHst + (+8) + h +8) — A 4 — B° 

RS he Ea C—5u For LPS TES TE LE (9); 
ensuite, 
d= sds 
E TERESET TEA EY YT: E A 
u*du 
— Va Fe AF ecke A ERF] O) 
Les mêmes substitutions étant employées dans l'expression de 


do i s 
g Wouvée ci-dessus, on aura 


do, 4Bh° FR 4Bh d het 
ET GR) SE AE i =} 
et substituant la valeur de dt, 
dé Bhds Es 
C— PVH + a F e + Cor hl + 8)s Hh 5°] 


Bh°du (A). 
PVO CE Che Du HF] 


UMéc. anal. Tom. TI. 15 
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Si on pouvait intégrer chacune de ces- différentielles, on aurait 
d’abord une équation entre s etu, ensuite on aurait é et @ en fonc- 
tions de s, et u; donc on aurait q, et de là £, et @ en fonctions ` 
de r; et comme retai 
sind = HETE, 

on aurait aussi 4 en r. Mais ces différentielles se rapportant à la 
rectification des sections coniques, on ne saurait les intégrer que 
par approximation, et la meilleure méthode pour cela me paraît 
celle que j'ai donnée ailleurs (*) pour l'intégration de toutes les: 
différentielles qui renferment un radical carré où la variable monte 


à la quatrième dimension sous le signe.. 


82. Si, outre les deux forces $ a$ : qui attirent le corps vers 


les deux centres fixes, il y avait une KRENE force proportion- 
nelle à la distance, qui Pattiråt vers le point placé au milieu de 
la ligne qui joint les. Mix centres, il est visible que cette force 
pourrait se décomposer en deux tendantes aux mêmes points, et 
proportionnelles aussi aux distances. Dans ce cas donc on aurait 


> l R= $+, . Q= Z+ ag; 


et Pon trouverait que l'intégrale (b) aurait aussi lieu dans ce cas; 
sculement il faudrait ajouter à son premier membre les termes 


2 [57°g" + i (rt gt) — (7 + 9); 
ensuite il y aurait à ajouter au premier membre de l'équation (c) 
les termes 


SU gt trg (etg) Mr gereg), 


(*) Voyez Je quatrième yolume des anciens Mémoires de Turin, 
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et par conséquent au premier membre de l'équation (d) les termes 


(r= = rrq]. 


De sorte qu'il ny aura qu'à augmenter les polynomes en s etu 
sous le signe radical, dans les équations (e), (f), (8), des termes 
respectifs 
— A (s$ — hst) cet 7 uku’), 


ce qui ne rend guères la solution plus compliquée. 


83. Quoiqu'il -soit impossible d'intégrer en général Péquation 
trouvée ( f) entre s et u, et d'avoir par conséquent une relation 
finie entre ces deux variables, on peut néanmoins en avoir deux 
intégrales particulières représentées par s= Const. et u==const 

En effet, si on représente en général cette équation par 


á d di 
VS yU? 
il est clair qu’elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuls, pourvu 
que les dénominateurs yS où yU soient aussi nuls en même 
temps, et du même ordre. 
Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce Cas, on fera 
s—=f+0, f étant une constante, et w une quantité infiniment 


petite, et désignant par F ce que devient S lorsqu'on change s 


en f, le membre 5 deviendra 


EE D rp) É 
il faudra donc, pour qu'il y ait le même des de dimensions dew 


en haut eten bas, que l’on ait F=0, et D = alors à: cause de 
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w infiniment petit, la différentielle dont il s’agit se réduira à 
da 
TER ? 
2df* 


1 a 
er A Lk? 
Var 


Æ étant une constante arbitraire. Si donc on fait w=0, et qu'on 


dont l'intégrale est 


prenne en même temps aussi 4=0, la valeur de Z. n deyiendra 


indéterminée, et lľéquation pourra ska subsister, quelque va- 
leur que puisse avoir Pautre membre Do Or on sait, et il est 
visible par soi-même que F=0 et F = o. sont les conditions 
qui rendent / une racine double de Péquation F= o. D'où il 
suit en général que si le polynome Sa une ou plusieurs racines. 
doubles, chacune de ces racines fournira une valeur pes è 
de s; il en sera de même pour le polynome U. 

Maintenant il est clair que l'équation $ =f ou r+q =f re- 
présente une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres 
des rayons r et q, et dont le grand axe est égal à / De même 
l'équation u= g ou r—g =g représente une hyperbole dont les 
foyers sont aux mêmes centres, et dont le premier axe est g. 

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler, , 
donnent des ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres 


des forces => = pris pour foyers. Et comme les polynomes Set 77 


contiennent les trois constantes arbitraires <; B, C dépendantes 
de la direction et de la vitesse initiales du corps, il est visible 
qu’on pourra toujours prendre ces élémens , tels que le corps dé- 
crive une ellipse ou une hyperbole donnée autour des foyers don- 
nés. Ainsi la même section conique qui peut être décrite en vertu 
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d’une force tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse 
des carrés des distances, ou tendante au centre et agissant en raison 
directe des distances, peut l'être encore en vertu de trois forces 
pareilles tendantes aux deux foyers et au centre, .ce qui est, très- 
remarquable. 


84. Sil n’y avait qu'un seul centre vers lequel le corps fût at- 
tiré par la force 2; on aurait le cas de l'orbite elliptique que 


nous avons résolu dans le chapitre premier. Dans ce cas on au- 
rait 8—0, y=o , et les deux polynomes Set U deviendraient 
semblables et ne passeraient pas le quatrième degré; les équations 
(F) (8), (h) de l'article 81 seraient alors intégrables par les mé- 
thodes connues, et le mouvement du corps serait déterminé par 
des formules en s et u, c’est-à-dire, par les distances aux deux 
centres, dont l’un, celui dont l'attraction est nulle, pourrait être 
plié où lon voudrait; ces formules ne seraient donc que de pure 
curiosité; mais il y a un cas-où elles se simplifient et donnent un 
résultat HORS K, C’est celui où le centre d'attraction nulle 
est placé sur le périmètre de lellipses 
Pour obtenir ce cas, on déterminera les constantes B et C 
de manière que le rayon q étant nul, l’autre rayon y soit égal 
à h, distance entre les deux centres ; par conséquent il faudra 
que les variables s = r+ q et u—r—q deviennent à la fois 
égales à 2. Les équations (e) de Particle 81 sont très-propres à 
cette détermination. 
Faisant s= u = h, la première de ces équations. have: 


BE sens 
ensuite, la différence de ces équations étant divisée par s — u , 
si on y fait s=u= h, on a, à cause de 8=0, 


— ah + ah = AH + 20h; 
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d'où. lon tire ro igei ia eroto 25h Parm 
ii * ter flan 7 j 


ag je : 
22195 gyo 


Par + substitutions de ces valeurs} le polynome 
pee HSE as + s" — ah's — Hh — B 
devient 
HA (sim ash ht) oka (Sires he sh) y 
ce qui se réduit: à la forme, at iiih ypa 
Het hrami eh (=A à 
il en sera de même du polynome en w. 


Lis f 
latt H nY 


Or, par Yarticle 15, on a, dans ce cas, ee et HS 


a étant le demi-grand axe de l'ellipse ; "donc les équations (f) et 


(2) deviendront, 
ds 


í CDV sFH- ECH 


pre =} 
ooe mpy sehh Eu A 


sds 
d=— ———— 
ne KHD EGH 
si ` du 


kih) inr E aip | 


5 


et si de cettè dernière on retranche la première, multipliée par 
h*, et qu’ensuite on divise les numérateurs et les dénominateurs 


respectivement par s—#, u—h, on aura 
= dt =m (sH jds = 
TEE avexlsx = CD 
(u +hjdu 


P GED 
AVEX u- EAEE i 
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expression qui a l'avantage de ne contenir d'autre élément ssh 
le grand axe 24. | 


| 85. Si on fait 


l'intégrale étant prise de manière qu’elle commence lorsque z æ 
une valeur quelconque donnée, et qu’on remette pour s et w leurs 
valeurs p-} q, p—q, on aura, en intégrant, 


ag =f(h+p+qg)—f(h+p—0), 


ch lon voit que £=0 lorsque g=0, de quelque manière que 
l'intégrale soit prise. 

. Or, puisque-p est le rayon vecteur, qui part du Mers g est 
5 rayon qui: part de lautre centre, qui est pris dans un point 
… de l'ellipse, et dont la distance au foyer est 4; il est clair que Z 
ct p seront deux rayons vecteurs, et que q sera la corde de Parc 
intercepté entre ces deux rayons; par conséquent l'expression 
précédente . de £ sera le temps employé par le mobile à décrire 
cet arc dans l'ellipse, lequel sera donné ainsi par la somme des 
rayons vecteurs -++p , par la corde q, et par le grand axe 24. 

. L'intégrale que nous ayons désignée par fonction fz dépend des 
arcs de cercle, ou des logarithmes, suivant que à est positif ou 
négatif; mais lorsque l'axe 2a est très-grand, cette fonction se 
réduit à une série très-conyergente; on a alors 

| 3 8 
= rs Re PR à 

Le premier terme donne l'expression du temps dans la para- 

bole, et Pona | 


Aie LU +p q} inod (£: + g’ 
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laquelle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans lar- 
ticle 25. Le reste de la série donne la différence des temps em- 
ployés à parcourir un arc de parabole, et un arc d’ellipse ou 
hyperbole ayant la même corde z et la même somme s des 
rayons vecteurs. x \ 

Cette belle propriété du mouvément dans les sections coniques, 
a été trouvée par Lambert, qui en a donné une démonstration 
ingénieuse dans son Traité intitulé : Insigniores orbitæ comelarum 
proprietates. Voyez aussi les Mémoires de l'Académie de Berlin 
pour l’année 1778. 

Le problème que nous venons de résoudre l’a été d’abord par 
Euler, dans le cas où il my a que deux centres fixes qui attirent 
en raison inverse des carrés des distances, et où le corps se meut 
dans un plan passant par les deux centres (Mémoires de Berlin 
de 1760.) ; sa solution est surtout remarquable par l'art avec le- 
quel il a su employer différentes substitutions, pour ramener au 
premier ordre et aux quadratures, des équations différentielles qui, 
par leur complication, se réfasaient à toutes les méthodes connues. 

En donnant une autre forme à ces équations, je suis parvenu 
directement aux mêmes résultats, et jai même pu les étendre au 
cas où la courbe n’est pas dans un même plan, et où il y a, de . 
plus, une force proportionnelle à la distance et tendante à un centre 
fixe placé au milieu des deux autres centres. oyez le quatrième 
volume des anciens Mémoires de Turin, d'où l'analyse précé- 
dente est tirée, et dans lequel on trouvera aussi l'examen du cas ` 
où l’un des centres s’éloignant à l'infini, la force tendante à ce 
centre deviendrait uniforme et agirait suivant des lignes paral- 
lèles; et il est remarquable que dans ce cas la solution ne se sim- 
plifie guères ; seulement les radicaux qui forment les dénominateurs 
des équations séparées, au lieu de contenir les quatrièmes puis- 


sances des variables, ne contiennent que les troisièmes, ce qui 
fait 
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fait également dépendre leur intégration de la rectification des sec- 
tions coniques. 

CHAPITRE IV. 


Du mouvement de deux ou plusieurs corps libres qui s’attirent , 
mutuellement , et en particulier du mouvement des planètes autour 
du soleil, et des variations séculaires de leurs élémens. 


86. Lorsque plusieurs corps s’attirent réciproquement avec des 
forces proportionnelles aux masses et à. des fonctions des dis- 
tances, on a, pour leurs mouyemens, les formules générales des 
articles 1 et 2, en pro les orp mêmes pour les centres d’at- 
traction 0 Si i l W9 

Soient m, im, m', été: les masses des’ Corps, x3 y, zE yz, 

x", y", z", etc. leurs ċoordonnéćs rectangles rapportées à des axes 
fixes dans l’espace; la ARE T sera, comme dans l’article 1, 


í 3 dx? + dy? + dz* 
GJ e e aR anadi? 


a 


5 aigo dé dy kde 
Spie aie iik 


a : dy" du 
e resem" nr ÿ 
Soient p', p”, p”, etc. les re des corps m’, m, m”, etc. 
au corps m, et R', R", R”, etc. les fonctions de ces distances 
auxquelles les attractions entre ces corps sont proportionnelles. 
Soient aussi p", p°, etc. les distances des corps m", m”, etc. au 
corps m’, et R;, R7, les fonctions de ces distances proportion- 
nelles aux. attractions. 
Soient de même p”, p!", etc. aane dee corps m”, m", ets: 


au corps m”, et R7, R'', etc. les fonctions, de ces distances, pro- 
portionnelles aux attractions. 


Méc. anal, Tom. IT. $ 16 
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Et ainsi de suite, on aura 


LE 
t =V +0 —)+C—2), e VCD Hy y) Fez), etc., 
VP E N E E S BEE N Tyi 3 


"=V EFFO FES, V2) HYY VHE"), ete., 


stc, 
et la quantité 77 (art. 2) sera 


Y = m (m/R'dp+ m'fR"dp" + m” R”dp” + etc.) 
m'(m"/R;dp, + m'/R;dp, + etc.) 
m’(m'"/RSdp, + etc.), 
etc. 


Or, quelles que soient les coordonnées indépendantes qu’on 
voudra adopter, on aura toujours, par rapport à chacune d'elles, 
comme £, une équation de la forme canonique 


ÒT ÒT W 
dx TE. ee 
Brons, 1 yat 


Et comme, dans le système que nous considérons , il wyra 
cun point fixe, on pourra prendre Vorigine des coordonnées par- 
tout où Pon voudra, et l’on aura toujours, comme on l'a vu dans 
la troisième Section, les trois intégrales finies relatives au centre 
de gravité, ainsi que les trois intégrales du premier ordre rela- 
tives aux aires, et enfin l'intégrale des forces vives T+7=H. 

On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans 
l'espace ; mais comme la solution de ce problème n’est importante 
qu'à l'égard des planètes, et qu'il wy à que leurs mouvemens re- 
latifs, par rapport au soleil regardé comme immobile , qui inté- 
ressent l'Astronomie, il nous reste à voir comment on peut 
transporter aux mouyemens relatifs l'équation générale des mou- 
vemens absolus des corps du système. 
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SL 
Équations générales pour le mouvement relatif des corps qui 


s’attirent mutuellement. 


87. Supposons qu’on demande les mouvemens relatifs des corps 
m’, m”, etc. par rapport au corps m; désignons par £’, », &’ les 
coordonnées rectangles du corps m', rapporté au corps m, en 
prenant ce dernier corps pour l’origine des coordonnées; soient 
de même £", 4", €” les coordonnées rectangles du corps m” par 
rapport au même corps m, et ainsi de suite; la question consis- 


tera à trouver une formule générale qui ne contienne que ces 
coordonnées. # 


Il est d’abord évident qu’on aura 
x =x +ý = y Ha, et, 
= x + g", y" =y +», aia x Le 
ext ; j etc. ; etc. ; 
Fa VERRE fe VERTE, des, 
PV CET DE E OIE UTT, 
Ex H = VE" =E 3 + (fn) E CT), 


de re ~ 
%:: 
CRE 


etc., i 
pai Le 4 E Ch EN E 
etc., 


et la quantité T deviendra 


T = (m Emp m'ete) Hd 


2dt° 


Ti dx(m'dë m'di" deto. )+äy (m'di +m"ds" etc.) +-dz(m' de'm" dg ete) 


dt? 


E P M a ia na 
Aim À EATER A aa En 5 a 


etc. 


- 
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Comme les variables x, y, z, après ces substitutions, n’entrent 
plus dans la quantité 7”, et que ces variables wentrent point dans 
T sous la forme finie, on aura, relativement à ces mêmes variables , 
les équations | 


òT T; òT 
ce qui donne | 
= 4; y — A = 7 ra 


æ, B, y étant des constantes arbitraires. 
Ainsi on aura les trois équations 
(m + m'+ m" etc.) d + m’ Æ +m” g: + ete. =g, 


OE A dy j ! 
a tee ou SARA ES ete. = b, pe 


h g 
e Dé 
les quantités 2, B, ,7 étant des constantes. 


Si maitena on substitue dans l'expression précédente de T 


dx dy. dz 
les valeurs de +, +, gr? tirées de ces équations, et peaa nn 


pour chréges > 


(mmm I+ cte.) dt q Hm gH 


= gr -H m'g” = miga -s etc. > 
re = m’»' + m”h 7 + my"! + etc., 
— m'é’ -+ me + ENAA -+ etc., 
fe m + w + m” + m” + ete., 
on aura 


pa Her o Hdr + dz 
ja 2M i 2 Mdi’ 


dz? dy a a. “a dë”? 
 m m’ RE ro EERE a ot, 


€ 


i: 
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“88: Les variables £/,-#}14l,: El, etc. étant:indépendantes , et le 
quantité T ne contenant point ces variables. sous; la, forme: finie; 
on aura toùt de’suite ; pa apa à chacune elles, les équations 


EURE n RS Ce DOM AN AP 
mi de Mde tiay a iii % m de Mdr ar de 0 ; etc. ; 
j dr! s dY dr jiel a" i rni d°" Uk dY dd” a - 
sn a) oaa OCR ar Fa etc., 
1 À r Aie dZ dy 1 Ca 4 dZ 
de Mdr QUES ai E 0; m de — Mdr + T= 0» etc. 


Si on ajoute AAC les premières équations relatives aux va- 
riables £', £", etc., on a | 


Hi dZ, dr 
x E EE +F T SoA 


LL 


ce qui donne 


dx 
Te CES a Ga + +), 


ES 
` F 


et Pon trouverademmême, par l'addition des secondes équations , 
r celle des troisièmes, | LOUE 


DY = ME EE), 


ee 
w Ce) 


valeurs qu’on pourra substituer dans les équations précédentes: 


On aura ainsi pour le mouvement du corps m! autour de m, 
les trois Age 


m E Io 
“arr n GT SR) E e no., 


m E” Le 
RER nN Tr + g7 etc.) Er, 0» 


1 PE 3 
m+ gt (Sp tp etc.) RR 
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et l’on aura de pareilles équations pour le mouvement des corps 
m", m”, etc., autour du même corps m, en changeant seulement E. 
entr’elles les quantités affectées de deux traits, ou de trois, etc. 

Il wy aura donc qu’à substituer la valeur de 77 et prendre ses 
différences partielles relatives aux différentes variables; mais cette 
substitution peut se simplifier par la considération suivante. 


89. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quan- 
tité Z7 qui contiennent les distances p”, p”, etc., pp, etc., et re- 
marquóns que les expressions de ces distances sont telles quelles. 
demeurent les mêmes en augmentant les coordonnées £’, £”, &”, etc. 
qui y entrent, d’une même quantité quelconque ; d’où il suit 
qu’en faisant varier ces mêmes coordonnées d’une même quantité 
infiniment petite, la variation de U sera nulle, ce qui donnera 
l'équation à 
Œ ttc =0. 

On trouvera de la même manière, parce quela même Pro à 
a lieu par rapport aux coordonnées x, n”, n; etc., et aux Coor- 


données €, €”, €”, etc., 
dU dU dU 
P nair. “SELS ae t ete. = 0, 


2 
dU , dU , dU 
Poep k gote, =o, 
Done, puisque 

Y = m(m'£R'dp + m"/R"dp" ete.) + U, 
p ne contenant que £’, »', ¢'; p’ne contenant que £", n", &", et 
ri de suite, la première équation deviendra , par ces substi- 

ons, en la divisant par m’, 
pas +(m+m) x p +m" R" w + etc. 


dU | 
dE = 0. 


DLS 
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Or, dans la quantité U il n’y a que les termes qui contiennent 

P,» Prs €t., qui dépendent des variables £’, n', ¢' (art. 86); ainsi on 
peut réduire la valeur de Uà ` | 


U = m' (m"/R; dp; + m" /R” d? + etc.) ; 


substituant la valeur de © pra © dans l'équation précédente, elle đe- 
viendra 


I ! "n d d 
B T + (m+m')R ane D M°R EE + etc. 


ne m” R'3 a + m” pin de” T+ etc. = 0, 


a P g 
et l’on aura de la même manière 


Ea 


al + (m + w)R Fo ep mR + mr" w, , + etc. 


zE mR TE + m”R" a + etc. = 0, 
pe: ap (m + Dr + + m'R' de t Hm"R -+ etc. 
3 + m” RS ET mr" Le + etc. = 0. = 


a 


90. On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a 
l'avantage de s’appliquer également à des coordonnées quelconques. 


Si on multiplie la première par d$’, la seconde par dy’, la troi- 
sième par dY', et qu’on les ajoute ensemble, on aura d’abord la 
partie différentielle 

dE r 

Ca s% +T de Ti + zi = og, 
laquelle, en transformant les coordonnées £’, »', £’ en d’autres 
coordonnées indépendantes £, 4, p, donnera pour les termes mul- 
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tipliés par d£ la formüle (art. 7,:Sect. IV). : 
A a 
(a re 


o patda 
i odt* 


en faisant 


A l'égard des termes qui contiennent les forces R', R", etc., il 
est facile de voir qu’en changeant la caractéristique d'en d, tous 

ces termes sont intégrables par rapport aux variables æ 103 

l'intégrale contiendra d’abord les termes € 


(mm!) /R'dp + m'R'dp" + md, + etc. ; 


ensuite elle contiendra les termes 
(RE + mr RM dE etc) 
+ RE + etc.) nin) - 
Hwe -= mR” par -+ etc.) € 


Or ona ; | ss 
gr Er + ds" 7 doy Sioku PET 


dE i P y dy” 
et comme 5 ! ; £ 
p° = Bmg + en) + (C—C'), 


on aura #3 
| | 1 27 Hp pr oo } 
-a j 29 di 7 (4 +E feg EDR ? 


2 
et de même 


etg MEA Det, 


et ainsi des autres expressions semblables. Donc nommant F7 Yin- 
bi totale, on aura 


= (m+m')/Rdp + MYR, dy; La JAU de; tete 
Fm ie + + mr" E kt + etc 


Bi 
09 


Ainsi 


UE 
RS 
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Ainsi après la transformation des coordonnées, les termes mul- 


tipliés par JE se réduiront à CE , et comme on suppose les nou- 


velles coordonnées £, À, ® indépendantes, chacune d'elles, 
comme £, donnera une ie de la forme 

AT". 

TE — sie . = o. 

91. S'il n’y a que deux corps, m et m', l'expression de 7’ devient 
LS P'= (m + m'yR'dp'; 

ainsi les valeurs de 7” et de Z” sont les mêmes que pour un 
corps attiré vers un centre fixe avec une force (m + m')R' pro- 
portionnelle à une fonction de la distance p' (art. 4). Donc le mou- 
vement relatif du corps m’ autour du corps m, sera le même que 
si celui-ci était fixe, et que Ta masse attirante fût la somme des 
deux masses, ce qui est connu depuis Newton. 
Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont 
censés se mouvoir, est beaucoup plus grande que la somme des 


masses m’, m”, etc., ce qui est le cas du soleil par rapport aux 
M planètes, on a à très-peu près 
= (m + m')/R'dp. 
Le mouvement du corps m’ autour du corps m sera donc, dans 
ce cas, à très peu près le même que si celui-ci était fixe, et que 
la somme des masses mm’ y fût réunie; et en regardant les ` 
autres forces mA", mA’, etc. comme des fire  perturbatrices , 
on pourra employer la théorie de la variation des constantes ar- 
bitraires pour déterminer l'effet de ces forces; il ne s’agira que de 
prendre, conformément à Particle g de la Section V; — Q égale à 
la somme de tous les autres termes de la valeur de 7” donnée 


ci-dessus. On fera ainsi, en accentuant la lettre @ pour la repe 
Méc, anal. Tom. IL. : ee, 
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À ` e 
porter à la planète m’, an 
Q= m'{R'dp! — "Rdp" — etc, . 
; m" R" si + = =p — m” PEER P = ne etc. 


et l’on aura, par les formules générales de l’article 14 de la même 
Section, les variations des élémens du mouvement du corps m’ 
autour du corps m regardé comme fixe. 


$ IL. 


Formules générales pour les variations séculaires des élémens des 
orbites des Aisne autour du soleil. 


92. Pour appliquer ces formules au mouvement des ESR 
autour du soleil, on prendra la masse m pour celle du soleil, la 
masse m’ pour celle de la planète dont-on cherche les perturba- 
tions, etles masses m", m”, etc. pour les masses des planètes per- 
turbatrices, et on fera i è 


R' 


N 


1 1 m 1 
FL R! = i; ete:, R, = m» etc. 


On substituera ensuite dans la fonction Q/, au lieu des coordon- 
nées $’, n’, ¢', E's n", etc. de ces différens corps autour de m, 
leurs valeurs exprimées en fonctions de #,- conformément aux 
formules que nous avons données dans le chapitre E, pour les ex- 
-pressions des coordonnées x, J, Z, en y faisant g =m- m’, 
ou simplement g', pour le rapporter au corps m’, et Pon aura, 
par les articles 6g et suivans, les variations des six élémens de 
l'orbite de la planète autour du soleil. 
Nous nous contenterons ici de.chercher les variations séculaires 
de ces élémens qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent 
Ft du premier terme tout constant du développement de ©. 
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L'expression de Q’ deviendra s | 


m' (+ as w+ E s N 
RG) 
+ etc. 
| 95. Commençons par développer la quantité 
= VERT FENTE 


“on y mettra d’abord pour £, n, € les expressions de x, y, z de 
l'article 13, en marquant par un trait, ou par deux, les quan- 
tités qui se rapportent aux masses m’, m”. On aura 


pp? + p* > 

— 2p'p'(a' cos D = B'sind') («cos ®" + B'sinp") 
— sppl{arcos 0 + Bisin®') (2icos ®' + sind) 

> — 2pp'{aicos D! + Bisin ®') (a;cos®" + B,sind”). 


Si- on fait les multiplications, qu’on développe les produits des 
© et cosinus, et qu'on fasse, pour abréger, 


A = aa! + a'a’ cie, 
B= a/f8" -= abi +z ab, ; 
A, = a" ß' + CN CA =i A 
| B,= B'R'+ BiBi + LR; 
on aura 
p’ =a ps + pl 
_— (4 + B,)pp'cos(D'—2") — Lis — B,)p H'cos(®' +0) 
— (4 B )p'p'sin (2'0) — (Z+ B )pp'sin (@'+-0"). 
Les quantités æ’, 8', æ', etc. sont fonctions des élémens }!, à k’ 


de l'orbite de la dits is données par les formules de Farticle 13, 
en marquant toutes les léttres d’un trait, et les quantités a’, p", 
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æ, etc. sont fonctions semblables des élémens #, 2’, k" de Por- 
bite de la planète m”, en marquant les lettres de deux traits; ainsi 
les quantités Z, B, £., B, sont fonctions de ces mêmes élé- 
mens; mais par la considération suivante, on peut voir ce qu’elles 
expriment. 


$ 


94. Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné 
étant x, y, z, pour les transformer dans les coordonnées x", y", z' 
rapportées au plan de l'orbite de m’, on a, par les formules géné- 
rales de l’article 14, 


x — ax! + B'y' + yz’, 
y= aix H By + yiz, 
z = ax + By + yi, 


où les coefficiens æ’, 8’, etc. dépendent des constantes %', 2’, #', qui 
déterminent la position des nouveaux axes par rapport aux pri- 
mitifs, Z’ étant l’inclinaison des deux plans. æ 

De même, si on voulait transformer les mêmes coordonnées 
dans les coordonnées x", y", z" rapportées au plan de Porbite de 


m”, on aurait À 
x = ax" By" e y", . £ 
a = E -+ By A 47 
z = ax" + By" + 72", 
où les coefficiens 2”, Ø", etc. seraient des fonctions semblables 
des constantes 4", 2”, #", qui déterminent la position dé ce mnou- 
veau plan par rapport au même plan primitif, et où z” serait lin- 
-Clinaison de ces plans. 
Si on compare maintenant ces expressions, on aura 


ax’ + Biy’ + y'a = a"x"! + By" Sh y!z! 
aix + BY H yiz = aia" + By yia, 
ax + BJ +yx = ax + By" s yaz 
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Comme les socian B!, y’, «!,etc.sontassujétis aux mêmes 
équations de condition que les sp a, B,y;, 4, etc. de 
Particle 14, si on ajoute ensemble les trois équations précédentes, 
après les avoir multipliées respectivement par æ’, æi, æ., par B/, 
B. , B, et par y, yi, y., On aura, en vertu de ces équations, 
e x! = Ax" + By" + Cz’, 
“y! = Ax"+ B,y"+ Cz', 
= A,x"+ B, y" Cr”, 
en faisant, pour abréger, 


A = a'a M + ata + aa 

3 = d'p" + aibi + ab: 

e + ay, 

PT LES pia, + Bia, 

g = Pet BE + BB, 

= By" + By, + By; 

A= ya + yia, + ya, 

Æ B, = V8" + yP: + 78e 

ë = yY" +79 + 77 À 

T est évident que par ces formules les coordonnées x’, y', z! 
sont transformées dans les coordonnées x", y", z"; ainsi les coeffi- 
ciens À, B, C, À,, B., etc. seront exprime d'une manière sem- 
blable aux coefficiens analogues «', BB, y’, «!, B;, etc., et prenant 


les constantes H, I, K, à la place des 4’, 7’, #, on aura, par les 
formules générales de l'article 13, 


À = cos K cos H — sinK sin H cos, 
B = — sin K cos H — cos Ksin H cos F;. 
C = sin H sin Z; 
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A= cosKsin H L sin Keos cor 
B,= — sinKsinÆ dE cos K cos HcosT, 
C= — cos H sinD; 
A in K sin F, 
'B,= LES 
CE cosT. 


E 


La constante T représentera Tangle d'inclinaison des deux plans 
où sont placées les orbites des Planètes m’ et m"; et nous la dé- 
signerons par J’, pour indiquer qu’elle se FAFP He aux orbites 
de m’ et m”; et si, dans l'expression de C, en y, y", y!, etc., on 
substitue les valeurs de ces coefficiens en W, #!, ï, h", ki À 


(art. 15), on a 
cos L° = cos Z’ cos À EE cos(h— h") sin z' sinz”. 
On voit que les quantités. que nous =a à désigner per 
e 


A, B, A,,B, sont les mêmes fonctions de «' A 2 B, etc. que c 
que nous avons désignées par les mêmes lettres dans l'article 95 ; 
ainsi on aura dans les formules de cet article, en y substituant 
pour ces quantités les valeurs que nous venons de trouver, + 
A+B,=— 2cos( H + K) x (cos 21), 
ao B. = 2cos(H— K) Xx (sint 1’), 
4— B = əsin (H+ K) x (cosi 1}, 
4+B = == asin (H.— K) x (sin } Z,)* 


ÉD Donc faisant ces substitutions dans l'expression de p de 
Particle 93, on aura 
oo pr pet pro 
— 2p'plcos (D'— D'— H — K) x (eos + 1!) 
— 2p'p"cos(D'+ D'— HHXK) x (sin +1). 


La 
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Faisons, pour un moment, lin toei 


A = cos (0 +0"—H +- K)— cos(b—2'=H—XK), 
on aura 3 de ps 1 # 


25 1 =r 


g8 o VEF O LOLA ET COPIE) TY? 


c’est la valeur qu'il faudra substituer dans l'expression. de. Q de 
l'article 92; et Pom aura de la même manière 


$ 


; sianu al S j 5 
D E e oe SA 

En marquant de trois traits les lettres qui ne sont marquées que 
de deux, on aura les termes multipliés par” m” dans Q » et ainsi 
de suite. 

Il faudra ensuite substituer pour p’, p”, etc. et pour o, œ", etc. 
leurs valeurs exprimées par les anomalies moyennes v’, u", etc., 
suivant les formules des articles 21 et 22; et dans le développe- 
ment, nous nous contenterons d’avoir égard aux secondes dimen- 
ssions E excentricités e!, e", etc., et des inclinaisons mutuelles Z” A 
T des orbites de m”, m” etc. sur celle de m’, en regardant ces quan- 
tités comme très-petites dumême ordre, et en négligeant les termes 
où elles formeraient des produits de plus de deux dimensions. 


On aura ainsi 


1 L 
nel PANED AA S N á 
e VF osa 0 — HK) a 


È, pp'Ccos(æ'+®" —H+K) — cos(® CSN FP (si sin? T’ nye, 


Lepap p" cos(a" —o'—H—K)]* 


96. On sait que les puissances dune fonction de la forme 
p?+p—2p#"coS® peuvent se développer en séries-de cosinus 
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 d'angles multiples de ?; ainsi on peut supposer 


GAP" app cosp i= (P, pl) + (p,p'hcose 
.—#(p', p’), cos 29 + (p', p'}cos 39 + etc., 
(+p —ap'p coso) * = [p p] +P, pl cos 
-+ [P p]. cos20 [p', pl]; cos 50 + etc., gs 
où (p', p'), (Pf eis etc, [P Pl, [p pl, etc. sont des fonctions 
de p', p” exprimées en séries ou par des intégrales définies, dans 
` lesquelles les quantités p' et p" entrent de la même manière et forment ` 
des fonctions homogènes des dimensions —1 ou — 5. & 
Ainsi en faisant 
® = D'— ®'—H—K, 
on aura 
si = (p!, p") + (p'; p”): cos ® +-(p', p”) COS 29 + etc. 
+ PC e"id cos p [p'o] cos 29 + etc.) 
x [cos(o+ 20"+2K)— cosp] x (sin: 1}, 


où il faudra faire (art. 21, 22) 
| = a'(1—e'cosu') + e E cosau' 
P 2 2 2 
"= a"(1—e"cosu") +  _% cosau” 
P "s x ; 
r lnk ! 5e’? + r 
D— uw + 2e siny + 7 sinaw’, 
be” 


"= u! + ac"sinu" + T Sin au”, 


et par conséquent 
ọ = w'—w"—]+ xe sinu'— e" sinu”) 
+ 5 (e”sinau' — e" sinay”), 


L étant = H -+ K. PE) 
Comme 


B 


$ 
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: Comme nous négligeons les quantités au-dessus: du second ordre, 


dans les termes multipliés par sin Zy on pourra mettre tout de 


suite a’ et a”, au lieu de p', p"; w', w” au lieu ( de ?’, a’, et u'—u' Cry 
au lieu de g; et.en développant les produits. « des cosinus , On verra 
facilement qu’il n’y aura de terme indépendant des angles u' etu" 
que celui-ci : 

=: a'a! [a a], x (sint 1'}. 


Considérons maintenant les fonctions (p', p"), CA ph, etc. ; en 
y faisant les substitutions précédentes à la place de p' et de p", et 
conservant les secondes dimensions de é’ et de €, on aura 


(pp) = (al, a) + ses AC Pr RL À de om 


+ a n 5) pass 24 + cos 24’) 
e"2 "Na 
e se a nt a'e"cos NAS — — cos au") 


ie de LE PR CRE e (am cosau') 


p EE 3e LE oo Go), 


et il en sera de méme des autres fonctions semblables. 
On aurá pareillement 


cos ọ = cos (u'— u"— L) yes 
č ; 2e'sinu!-- me sin au” 
SE + LEE 

sin (u —U L) >x< sig 7 be , i 
mae"siny H -psima 
: f 


e"—e"cosau/+e"—e""cos 2u" }s 


—Cos(u/ —u' —L)x fe iee "[cos(u y) —cos(u'+u")} 


on développera de'la même manière lês’ cosinus des angles mul 
Méc. Anal. Tom. II. 18 
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tiples de @, et on multipliera les expressions de ces cosinus par 
celles des coefficiens (p', p”), (P, P")as etc. 

Comme nous ne cherchons que les termes indépendans de toute 
période, il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés 
par des cosinus d'angles multiples de v’ et de u”, qui sont les angles 
dès mouvemens moyens de m” et de m”. 

Ainsi le terme (P p"), de Pexpression de - je ne donnera que 
ceux-ci; 

(a', a") +- (Sir d(a', a”) a EE Le a") €" 
g de ) a! + æ Ge 2 ”) a) g"; 
Le terme (p', p),cos ® donnera ceux-ci 
(a, a a”), Ce a Di a' but E "Ji d'4- ee a) a'a!" AF TAE 


Le terme (p', p") cos20, et les suivans, ne donneront que des 
termes où e’, e”, 1’, 2’ formeraient plus de deux dimensions, et que 
nous négligeons. 

Il reste à: développer la quantité 


TE: = p, LL pag rs 7) (art. 93, 94). 
2 N> P 

On fera ici pour p’, p” les mêmes substitutions‘ que ci-dessus; on 

aura d’abord 


4 Ne ; ! 4 e — 4 
m= (1—e'cosu’) + 2¢"cos u" +- (1 — cos2u') 


—- = (1+5cos27")+ e'e" [cos(u'—u") + cos(u'—u")], 
mais dans le terme qui contient sin 7, et qui est déjà du second 
ordre, il suffira de mettre ci à la place de Fa et comme 
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A = COS(D'+ D'— H+ K) — (%'— D'— H— K), il est clair que 
ce terme ne donnera aucune quantité constante. 

En multipliant l'expression précédente de fs par celle de cos ọ 


de Particle précédent, et ne retenant que les térmes- constans où 
e' et e" ne passent pas la seconde dimension, on trouve aisément 
ceux-ci : 


7 s (=E me E +e' d')coe Lise 0; 


de sorte que, dans la quantité dont il s’agit, es termes constans 
se détruisent. 


97. La somme de tous les termes que nous yenons de trouver , 
étant multipliée, par m", sera la partie constante de Ja fonction Q’, 
due à l’action de la planète m", et lon aura une expression sem- 
blable pour la partie due à Faction de la planète m”, en rappor- 
tant à celle-ci les quantités relatives à la planète m". 


Nous avons désigné par (Q) cette partie non périodique de la 
fonction Q; si donc on fait, pour abréger, 


(a, a) = 149 PAS 1) pu. 


et par’ conséquent puisque a' et a" entrent de la même manière 
dans la fonction (g', a"), 


| ((a", are Hea a") ASA RAR E + d (a, a) a 
et de plus, 


Int te tre 
Ge ae ea’, 


on aura 
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— (Q) = m" (a, a") + ((a', ae + Ka, a))e" 

+ [(a', a")] e'e" cosL 
2.200 gbalo raaa, GR ein 
+ etc. 

Cette valeur est exacte, aux quantités du troisième ordre près, 
en regardant les excentricités €’ et e” des orbites de m’ et de m”, 
ainsi que leurinelinaison mutuelle 7, comme de très-petites quan- 
tités du premier ordre, quelles que soient d’ailleurs les inclinai- 
sons de ces orbites sur le plan fixe de projection. à 


98. On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions 
(w, a")) et [(a', a")], par les propriétés connues des coefficiens 
des séries en cosg, cos2®, etc. En effet, si on différentie loga- 
rithmiquement par rapport à @, et ensuite par rapport à a’, Pé- 
quation identique 


i-d 1 
(a—2alacosg-+a") > ue (a, a) + (a!, a”), cos? 
au sa ta, a')cos2p + ete., 


et qu'après avoir multiplié en croix, on compare les termes mul- 
tipliés par les mêmes cosinus , on aura d’abord 

Badla, a"), =— aa'a"(a', a") a(a+a"*)(a', a") ; 
ensuite les différentielles relatives à a' et à a” donneront 


data") aa (a', a"}—a"(a';a") > 


jet à Sr à Ba QT DR vai Less AS 
da’ 2(a"2— a") ? 
d(a, a"), LÉ d'a"(a’, a’) — a"(a’, a”), 
+ — — 


da a (a"°— a°) Ji N 
d'(a, a) Su ka(d, a”) + a" (a"— 3a") (d, a”), 
a a AON Y JA TET T N O ) 


Sn ea 2a’ (u? — a)’ 
(ad, a") BS —2(a”-+ a") —aa/a"(a!, a”) 
"dada n (a"? — a*) è 
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Substituant ces valeurs, on aura 
((a!, a")) = 4a 5 (a > z a a », a X à 
[(a!, a"i] = Er HUE, A) E Eara e a, | 
Mais on peutavoir des expressions plus simples de ces fonctions, 
en employant les coefficiens de la série 


(a®— a'a" cos® + a") de [a!, a"] + [a', a"],coso + etc. ; 


car en différentiant logarithmiquement, et multipliant ensuite en 
croix, on trouve d’abord, comme ci-dessus, 


a'a"[a', a" u= 2(a"* + a"*)[a', a"] —Ga'a"[a’, a”); 


substituant cette valeur de [a/, a"1,, et comparant la série multipliée 
par a!— 24/a"cos®+ a"? avec la série(a', a"}4-(a',a"),cosgetc., 
avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile de déduire 
ces relations : 


(a’, a") == (a'* + a") [a', a") Q a'a"[d!, a], 
(a!, a") = 4a!, a"[a’, a"] — (a + a"*)[a', a'h, 


et par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci : 


(a, a")) aga" [a!, a", =((a', «)), 


[(a', a")] = Sala" [a', a"]—+(a°+a")[a!, a" h= ia a a", 


qu'on substituera dans l'expression de (Q') de Particle précédent. 

A l'égard de la valeur des coefficiens (a', a"), (a', a”),, etc., 
[a!, a], [a!, a], etc:, en fonctions de a', a; on peut les trou- 
ver par le développement des radicaux; en puissances de cos?! 
et par. le développement de ces puissances en cosinus d'angles 
multiples de g, comme Euler Pa fait le premier, dans ses Recherches 
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sur Jupiter et Saturne ; mais j'ai trouvé, depuis long-temps, qu’on 
pouvait les avoir d’une manière plus simple, en décomposant le 
binome a'’—24' a"cos® + a"* en ses deux facteurs imaginaires 


(ai =a" V~) (a! + ae V=i 5 


et en développant par la formule du binome les puissances — +, 
— Ż de chacun de ces facteurs. 
Soit, pour abréger, 


Pa E DE E R 


on aura en général 
nes ae V= ed — 7 + sa" a'e V- psa! "a'e V= 
-+ etc., 


et si on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à ÿ/—1 
et à —y—1, et qu'on repasse des exponentielles imaginaires aux 
cosinus des angles multiples, on aura 


(a —2a'a"cosp + a") "= A4 + Bcos? + Ccos 29 + etc., 
- en faisant 

a= D ON OO 
B = Ja m [aG N) + nn! (Y+ nn" (E+ etc. |, 3 
SPE = Cr ea + nn! (N+ n'n" (2) -+ etc. ] 5 


etc. 


Ces séries sont toujours convergentes, lorsque a'> a"; mais si 
lon avait a"> 1, il wy aurait qu'à changer a’ en a" et a” en a’, 
puisque dans la fonction non ETE les quantités a et a” 
entrent également. 
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Une conséquence qui résulte de la forme de ces séries, est que 

tant que s est un nombre positif, tous les coefliciens £, B, C, etc. 
ont toujours des valeurs positives. 

Si on fait a—2, ces coefficiens deviendront (a!, a"), (a, a"), ` 

(a!, a"), etc., et si on fait a=#, ils deviendront [a’, a"], [a', a"],, 


ha. etc. 


99. Il nous reste encore à déterminer l'angle L. Comme nous 
négligeons les quantités du troisième ordre, et que dans Pexpres- 
sion de A, cosZ est déjà multiplié par e'e", on pourra, dans la 
détermination de l'angle ZL, faire abstraction des quantités très- 
petites du premier ordre, et par conséquent y supposer Z; =o. 
Or 1—H+K (art. 94), et faisant I’ —o dans les formules 
de l’article 92, on a 

A=cos(H+K), A,=—B=sin(H+K), A,=0; 
on a aussi, par les formules de cet article, 

A = aa" aa + aa, = cos L. 

Différentions cette valeur de cos L,* faisant varier les quantités 
a!, a', al, etc., substituant à la place de leurs différentielles les 
expressions données dans l'article 67, en accentuant les quantités 


respectives, et remettons les quantités Z,, Z., etc. à la place 
de leurs valeurs en g’, æ", @', etc., on trouvera facilement 


— sin LdL = À,dy/ + Adm + Bdyx" + Cd; 
mais 
A=sinl, ; 4,0, =-sinL, C=o; 
à 
“donc en divisant par sinZ, on aura 
dL ss dy" fé dx!, 
7; = x" — EE 


et intégrant 


- 
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où il n’est pas nécessaire d’ajouter des constantes, puisque Pori- 
gine des angles %/, x" est arbitraire. L’angle % est en général celui 
que l'orbite décrit en tournant dans son plan, et quenous ayons 
substitué à la place de la longitude Æ du périhélie (art. 68). 


100. La fonction (Q') est maintenant réduite à la forme la plus 
simple et la plus propre pour le calcul des variations séculaires; il 
wy aura qu'àla substituer dans les formules de Particle 71, en mar- 
quant d’un trait les lettres de ces formules, pour les rapporter à 
la planète m’, dont on cherche les variations; et en changeant 
simplement entr’elles les lettres marquées d’un trait et de deux; 
on aura-des formules semblables pour les variations de la planète 
m”, et ainsi des autres. 


On voit que cette fonction est composée de deux fonctions dis- 
tinctes entr’elles, dont Pune ne renferme que les excentricités et 
les lieux des aphélies dans les orbites, et dont l’autre ne renferme 
que les inclinaisons des orbites sur un plan fixe avec les lieux de 
leurs nœuds. Si on désigne la première par (Q'), et la seconde 
par (Q°),, ensorte que Pon ait (Q2) —=(Q/).+(Q),, on aura 


| —oa'a"[a!, a", e'e"cos (x — x") 
us: sm" { &(a', a")+a'a"[a, alps Sue AA 
rù 8 Le 2a'a"[a', a”, e'e"cos (x'— x”) 
etc., | hais 
(A), = — pda” far," ], X (1— cos I!) 
maik, + m'a'a""[a', aiy x ee cos P 
bazí etc. , i d ; 
où cos I" = cosž'cos¿' + cos(h'— %4" ) sinz sinz", 
cos 1° = cosï'cosi” -+ cos(h'—h'") sin z'sin 2”, 


, 
y 


(an, = pai foor KE AD ne nue Un 


les 


LA 
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les angles I’, I”, etc. étant/les inclinaisons de l'orbite de, la pla 
nète m',sur, celles des planètes m", m“, etc. , 

On -substituera ainsi (Q!), + (0) % lieu de (N°); ‘dans les 
équations des variations séculaires: (ant. 71), et on accentuera les 
lettres, pour les rapporter à la planète m’ dont on “cherche les 
wariations; on aura, en négligeant les, e'? et mettant simplement 
a! au lieu de b dans les coefficiens des fonctions (Q) et (A), 
qu sont déjà du second ordre, 


A ee AO Ale dE conf 
ul DSC e à MSC i 
RE le HO dal à we 1 x 202, sup 
dt ii Vga sin vah ? OTE AN sini di”! ) 


On aura de pareilles équations pour, les variations des élémens 
de la planète m” dans son orbite autour de m; et il n’y aura pour 
cela qu'àmarquer dé deux traits les lettres qui ne sont marquées 
que Q'un trait, et au contraire ne marquer que d’un trait les lettres 
qui lé sont de déux. 

Ainsi, en observant que les fonctions de a! et a", représentées 
par: de parenthèses, ne ES PRR: en Le -entrelles 
les quantités, gs a’, on aura, inp ct Fra 

PEE CA He A 
re dois "apa; a'y) eë" cos (x! — x") | 
, irt pm | | '8(a”; n DE ES 
nig o[( a", a!)], e"e"! cos (x!"— 1) i 
+ etc., e 
(Q") = — +: ma'a" [a', a"); X (1— cos J,) 
Apa 2 ma'a" vi a"), x (a — cos 17) 
by —etc., ¢ < | 


où cos I, 4 = cos I, i et 


- 
ii 


cos T n = co i cos 7 + sin a (A! — n) sin ¿”sinz 
Méc. anal. Tom. IL. sX 


LÉ 


EF 
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et lesi équations des variations seront 
de” _ 1 a(e”), de d. CHR 
gt =rr Tax dy" 12) + TFF a Ted 
di" Ed 1 d(e*), ie FEAA d. (a) 
dode T yes * iardk? Type À nadi ? 


et ainsi de suite pour les variations des élémens des orbites de m”, 
m”, etc. autour de m. ee dt 


101. Mais nous remarquerons qu’on peut réduire à une seule 
fonction les différentes fonctions (Q/),, (Q"),, etc., ainsi que les 
fonctions (Q/),, (Q"),, etc., ce qui mettra plus de simplicité et 
d'uniformité dans les formules des variations. En effet, si on fait 


m’m”a’a” 


DE fg a + Cd’, dJi EE aa, aJe cosx) 
RTS TE CBC YHEL a), Ke) Ca, a aee cos Gé x "Yo 


RTE Egga", a") Le", aJ (eHe) aLa", aae" cos (x —2] 
+ es ‘6h ét PARF 
‘en faisant toutes les Goniiiseisos, deux à. dena? des masses m’, 
m”, m”, etc., et des fonctions qui y sont relatives, il est facile 
de voir que dans les différences partielles de (Q'),, (Q”),, etc., 
on pourra changer ces.fonctions en ®, pourvu qu’on divise par 
m’ les différences partielles relatives à €! et x'; par m” les diffé- 
rences partielles relatives à g", x",.et ainsi de suite. 

De sorte que les équations des variations des excentricités et 
des aphélies deviendront 


de 1 sc dọ a ; r= a do 
Bee T = Ver éd? 

de” 1 do A sé fs 
ri nypa >x< e"dx” ? di FF avi D a r 7 


etc. 


m 


De 
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. Ces équations donnent 


Edi S del = osiga dhea del = 0; ete; 


donc comme ® est! fonction des variables e', x/, e", x", etc. sans č, 
on aura dd = 0, et par conséquent ® égale à. une constante. 
Cest une relation générale entre les excentricités et les lieux des 
aphélies dés planètes, qui doit toujours subsister, quelques varia- 
Yiations que lés excentricités et les lieux des aphélies subissent à 
la longue, pourvu qu’elles soient très-petites. — ` 


102. Mais la nature de la fonction ® donne encore naissance à 
d’autres relations générales entre ces mêmes élémens. 
En effet, ce est facile de voir qu’on a PAUSE 


BE + etc. = Os 


et'si on substitue à la place de ces différences partielles leurs.va- 
leurs m’ ga x ie , M'Vg'a x aeey etc. , données, par, les 
équations de Particle précédent, on aura, en intégrant relative- 
ment àt, l'équation finie 


” w i f 
m' RE TA sé: e! de m'y ga" x g" + m” "a" x e"#Lete. =á K’, 


K* étant une constante égale à la valeur du premier membre de 
cette équation dans un instant quelconque. | 
Cette équation fait voir que les excentricités e’, e", e", etc. ont 
nécessairement des limites.qu’elles ne peuvent passer; car comme 
elles sont nécessairement réelles, tant que les orbites sont des 
sections coniques, chaque terme, comme m' g'a’ xe” sera tou- 

jours positif, et son maximum sera la constante K*. ` 
Il suit de là que si les excentricités des orbites qui appartiennent 
ts 


Li 


LS m & 
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à des masses très-grandes sont une fois três-petités, ellés le seront 
toujours, ce qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui 
appärfiéhnent à des masses fort petites pourront croître jusqu’à 
l'unité et au-delà, et on ne pourra déterminer leurs véritables li- 
mites que par l'intégration des équations différentielles, comme on 
Te verra ci-après. 


De plus, comme fa quantité ®, regardée comme, a de e’, À 
FA e" etc. est une fonction homogène de deux dimensions, on 


aura, par la propriété connue de ces fonctions, 


1.50 ~ ekar e! + a e" i etc. = 20. 
Substituant dans cette équation les = des différences partielles 
de ® relatives à e', €’, e, etc., tirées des mêmes équations de 


Farticle précédent, on aura : 


my ga x TE + m' Eux e za Em" Fax DE etc.—=2#, 


i 
Vm 


F étant la valeur ‘de ® ‘dans un instaht quelconque. 3 


-Dans cette équation , les quantités N La etc. expriment les 
vitesses angulaires des mouvemens des aphélies, et par consé- 
quent elle donne une relation invariable entré ces vitesses, par 
laquelle on voit qu’elles ont: aussi nécessairement des limites, tant 
qu’elles sont toutes de, même signe. tn a 


+. . a Rati JET 
2 à» 9 >) C2 


103.. Si on emploie les transformations de Particle: 75, en 
faisant: 20111020 | | res: 


PES À =ecosy", m"= e"sinx", n'=e"cosx", etc, 


on aura 


A 


2 ps3 
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Peat "aa" 


DE (Ce, a], X nn mnt) —o[a', a" x (mm) ) 

i pwee H d'a" dde (re, rx qanl nmn" fe, arx (m m*en a) ) 
ME LE (Ce, EE aa aLe, » TK (m'm" n'n") ) 
+ etc., 


et les équations des variations seront 


om RENE 0 7 a Dassin. do 
dE on Vga dn ? dis Vga dm? 
dm" - t do dn" ni t do 

aT T a d Ver * ami 
etc: 


Si, dans ces équations, on substitue la valeur de ®, et qu'on 
exécute les différentiations partielles, on a des équations linéaires 
en m', n', m", n", etc. faciles à intégrer, et ces équations seront 
entièrement identiques .ayec celles que j'avais trouvées par une 
autre voie, dans les Mémoires de Berlin de 1781, page 262, 
comme il est facile de s’en assurer en comparant entr’elles les 
dénominations différentes des mêmes quantités. = 
Dans les Mémoires de l’année 1782, j'ai appliqué ces équations 
aux six planètes principales, en adoplant pour leurs masses les 
valeurs les plus probables, et j'en ai tiré, par Pintégration, des 
formules générales pour les variations de leurs excentricités et 
des lieux de leurs aphélies, lesquelles donnent les valeurs de ces 
élémens , tant pour la terre que pour les autres planètes, au bout 
Tun temps quelconque indéfini, soit ayant ou après l’époque de 1700; 
et comme , par ces formules, les excentricités demeurent toujours 
très-petites, ainsi qu’on l’a supposé dans le calcul, on est assuré 
de leur exactitude dans tous les temps passés et à venir. On trouve 
ensuite, dans le volume des mêmes Mémoires pour 1786— 87, 


Eu 


e r? 
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imprimé en 1792, un supplément à cette théorie, relatif à la nou- 
velle planète d’Herschel, où Pon déterminé de la même manière 
et par des formules aussi générales, les variations séculaires de 
lexcentricité et du lieu de Paphélie de cette planète, produites par 
les actions de Jupiter et de Saturne ; on a-se ulgnent négligé Peffet 
de l’action Herschel sur ces deux planètes, ainsi que sur.les 
autres planètes inférieures, à cause de la petitesse de « sa masse, 
et de sa grange distance. 


104, On peut réduire de la même manière, à une forme plus 
simple, les équations de la variation des nœuds et des inclinai- 
sons, Soit 7 3% 

= — i m'm'a'a"{a!, a"), x (1 — cos T’) 
— Ł FR Res a], x (1— cos77) 
+ + m'm'a"a"[a sia OR X (a — COS 17) 
— SFR * 


en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses 
m, m”, m”, etc. etc., qui sont supposées agir les unes sur les 
autres, avec les fonctions correspondantes de a', a”, a”, etc. et 
des inclinaisens Z, Z”, 1°, etc., qui sont déterminées en général 
par la formule #4 


costo = cos 2" cos 2 -+ cos (4 — 70) sin ¿z® sin HP 


au LON 


on aura, en substituant = NE» etc. à la place de =, 
ee à etc., 
di 1 d+ dh” d4 
a= ayga rdo A P TR X sm var” 
( [heu 1 d+ RSN ‘à ' dè 
TT mp ge idy d ayga S rd? 
etc. | | 2180 | 


æ 
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Ces équations donnent aussi- 


a = dh! +I d! =0, p g di! = 0, 


et par conséquent , puisque Ÿ est une fonction de nr, h",2", etc: 
sans aucune autre variable, dÝ =o, et # = à une constante. 

De plus, il est visible, par la formule de la fonction #, que 
l'on a cette équation 


ee ete: = o 


Substituant, pour les différentielles de # relatives à }, h"; h”, etc. 
. leurs valeurs données par les équations précédentes, on aura une 
équation différentielle en 7’, č", 2”, etc., dont l'intégrale sera 


g'a! xcosi'+-m"y g'a'xcosi" +m" y g"a"xcosi"-+etc.=const. 


et qu'on pourra mettre aussi sous la forme 
m yga x (sin = y+ m'A/£'a" x (sin -y+ ete: = H", 


H* étant la valeur du premier membre dans un instant quel- 
conque. On peut titor ce cette équation, relativement aux limites 


des quantités sin 2, sin > z> etc, des conséquences analogues à 


celles que nous avons Frans d'une équation semblable en e’, 
e", etc., dans Particle 101. 

105: Dans le cas où Pon ne considère que l’action de deux pla- 
nètes m’rêt m", l'expression de + se réduit au seul terme multi- 
plié par m'm”, et l’inclinaison mutuelle Z’ des deux orbites devient 
alors constante; c’est à très-peu près le cas de Jupiter et Saturne. 

Dans ce Cas, nous remarquerons encore que si on suppose que 
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le plan de la planète perturbatrice m” coïncide dans'un instant ayee 
le plan fixe, on aura ¿"= 0, et par ste. conil aá 
ce qui donnera l Da 


Y=— į m"a'a'[a; A WS Cango > RTS 


et de là : SP ; 
ah m'da"[a, a, GA. ; ; 
aT E a R d 


c'est l'expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud 
de Porbite de m’ sur le plan de l'orbite deim", tandis que leur in- 
clinaison mutuelle demeure constante; d’où l’on voit que l'action 
de la planète m°’ sur la planète m’; pour faire varier la position de 
son orbite, se réduit à donner au nœud de son orbite, sur celle 
de la planète perturbatrice m”; un mouvement rétrograde instanz 
tané exprimé par 
Phare ado 7; 
4V ga f 
sans affecter inclinaison mutuelle des deux orbites. 
De la même manière, l'action de la planète m’ sur la planète m”, 
pour changer la position de son orbite, fait rétrograder le nœud 
de cette planète sur le plan de orbite de m’, d’un HR 


instantané 
; m'a/a"[a’, a”], 


4V ga 


2 


et ainsi de autres planètes. ét 


En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra 
trouver les variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons ré- 
ciproques, puisque par la nature du calcul différentiel, la somme 
des valeurs particulières d’une différentielle en forme la valeur 
complète. C’est ainsi qu’on ‘avait trouvé les changemens annuels, 


des-nœuds et des inclinaisons des planètes; produits-par leurs at- 
tractions 
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tractions mutuelles, ayant qu’on eùt une théorie directe et générale 
des variationsséculaires. 


106. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons 
trois planètes m’, m", m, dont les orbites s’entrecoupent, Z”, I” 
étant les inclinaisons de la seconde et de la troisième sur la pre- 

… mière, et I” étant l’inclinaison de la seconde sur la troisième; il 
est facile de voir qu’elles formeront sur la sphère un triangle sphé- 
rique dont les trois angles, en supposant les inclinaisons de m” et 
de m” du même côté, seront T", 180°—1" et I”, que nous dé- 
signerons, pour plus de simplicité, par æ, B, y 

La planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la 
planète m", de la quantité élémentaire 


m'a'a"[a, a"], dt, 


AVES 


et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite 
le nœud de l'orbite de la planète m”, de la quantité élémentaire 


m'a'a"[a’, a” |, 
rt md 
tandis que les inclinaisons Z” et 7” demeureront constantes. 
Ainsi dans le triangle formé par l'intersection des trois orbites, 
la portion de lorbite de m’ interceptée entre les orbites de m” et 
de m”, c’est-à-dire, le côté adjacent, aux angles æ et B, croîtra 
de la quantité dt; faisant, pour abréger, 


di m'f a'a"[a', a d'a[a’, a], __a'a"Ca', a], ) 
= + yes /’ 
4 Ty ee — ci g a 
les angles æ et B demeurent constans. 


Or dans un triangle sphérique dont les angles sont « , 8, y, et dont 


le côté adjacent à æ et 8, et par conséquent opposé à y, est'c, 
Méc. anal, Tom. II. 20 
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on a 
cosy = sine sin 8 cosc — cosa cos f.. 
Donc faisant varier c de (1)dt, on aura 
d.cosy = — sine sin 8 sinc (1)dt. 
Mais la même équation donne , 


cosy -+ cosæ cosg 


COSES sinæ sing : ? 


d’où lon tire 
Vins «ê sin 8° — (cosy La COS æ COS s$)” 


uee sinæ sing 


—_—— ——— ——— ——_—_—— 

vi — COS æ? — COS LB? — COS y” — 2C08# COS B COSY 

TT shremmterethiliiee 
sin æ sin 8 


Faisons, pour abréger, 


u = V/1—cose"—cosf— cosy" —2cosacosB cosy = sinasinBsinc, 


on aura 
d.cosy = — udt. 


On trouvera de la même manière, en considérant la rétrograda- 
tion des orbites de m’ et de m” sur celle de m”, laquelle augmente 
le côté adjacent aux-angles z, y, "et par conséquent opposé à langle 
B, de la yapantt élémentaire Bat; en faisant 


T R 7 Cape Fun ea a"a”[a” eh), 


tandis que les angles 8 et y demeurent constans, 
d.cos 8 = — (ajud ~ ™ 


parce que la quantité u est une ipochy parie des trois 
cosinus, < RER de. O 
Enfin, la ripo EIOD des orbites de m’ et m” sur celle de m”, 
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donnera aussi 


y d.cosa = — Cudt, 
en faisant 


c= M (e dorée") 
FR 4 Vga Vga 2 
Dans ces équations, les trois coefficiens (1), <, B, C sont 
constans, ainsi il ny a de variable que la quantité w, qui est 
fonction des trois cosinus de «, B, y, c’est-à-dire, des inclinai- 


sons respectives des orbites Z’, Z”, 1%; ainsi on pourra détermi- 
ner leurs valeurs en fonction de £. 


Si on ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié 
la première par m’m/a"a!"] a", a!’],, la-seconde par — m'm”a'a" 
KAET R la troisième par m'm'a'a"[a', a"], on a 


m'm"a"a"[a", a") come ASE à *].d.cos8+-m'm"a/a"[a’, aJ d.cosa— 
— (m ma'a" Ca", adJ 4A— mm”a'a"[a, a] B + m'm'a'a"[a’, a"]ıC)dt. 


Or en substituant les valeurs de Z, B, C, on voit que le second 
membre se réduit à zéro, par la destruction mutuelle de tous les 
termes, et le premier membre étant intégrable, on a, en remet- 
tant pour æ, B, y leurs valeurs I, 180°— 1", I}, 


m'm'a"a"[a", ATOT "+ mma'a"[u', a"],cosl"+m'm"a/a"[a,a"],cosl"—const., 
équation qui s’accorde, dans le cas de trois orbites, avec Pinté- 
grale F = constante trouvée plus haut (art. 104). 
Si on fait, pour plus de simplicité, 
cosa = x, CoOSB—=Y, Cosy = Z; 
on a les trois équations 
dx = — Cudt,. dy. = — Budt, dz = — Audi; 
U= Vim yem ym mmay Z 
La première, combinée avec la secónde et avec là troisième, - 


# 
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donne, par Pélimination de u, 


et de là 


Substituant ces valeurs dans l'expression -de 7, la. variable x - 


montera au‘troisième degré sous le radical, et Péquation dx=—Cudt 
donnera dt =— en équation où les variables sont séparées, mais 
dont le second membre ne sera intégrable que par la rectification 
des sections coniques. 

Mais comme les inclinaisons Tes des orbites doivent ‘être 
supposées très-petites, si on fait x=1—£, y=1 +1, 2=1—<€, 
ce qui donne 

= (TL), n= (GI), = (GI); 
les quantités £, n, € devront être très-petites, et on pourra négli- 


ger, dans l'expression de u, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis 
des secondes. On aura ainsi 


nt ant Et +) — Er 0 
dé = — Cudt, dn = — Budty dé = Audt. 


et 


Si on différentie cette valeur de u’, et qu'après la substitution des 
valeurs de dé, dn, d¢, on divise Péquation par udt, qu’ensuite on 
la redifférentie et qu’on y fasse encore les mêmes substitutions , 
on aura, dt étant constant, | 


di = [2(4C— 4B— BC) — APE Cu, 


équation intégrable par des exponentielles ou des sinus, suivant 
que le coefficient de u sera positif ou négatif; mais comme 


u =sine sin sinc, il est évident que la valeur de uen £ ne peut 
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pas contenir d’exponentielles; désignant donc par — #* le coeffi- 
cient de # dans l'équation précédente, on aura 


u = K(cospt+#), 


K et k étant deux constantes arbitraires qu'il faudra déterminer 
par l'état initial, et comnie sin + et sin 8 sont, par hypothèse, 
des quantités très-petites, K aura aussi une valeur très-petite. 

De là on-aura, par l'intégration, les valeurs de £, n, €, qui ne 
contiendront 4 que dans sin (xt1+-#), et qui, étant une fois très- 
petites, le seront toujours nécessairement, de sorte que la solution 
sera toujours bonne. 

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons réciproques des orbites 
pour un temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là 
leurs positions absolues dans l’espace, lesquelles dépendent des an- 
gles k', h" etc., 7’, i", etc.; c’est pourquoïil est plus simple de chercher 
directement ces angles par l'intégration des formules de Particle 104. 


107. Mais au lieu d'employer ces équations sous la forme où elles 
se présentent, il sera plus avantageux. de les transformer par les 
substitutions de Farticle 75, en faisant Ee 


’ 


L 
q' 
on aura ainsi, en accentuant les lettres p, g, pour les rapporter 
successivement aux planètes m’, m”, etc., et mettant la fonction 


sin 2’ sin #/, p' = sinz" sinh", etc., 
sin Z'cos #/, g" = siné"cos", . etc., 


ž à la place de (Q) (art: 104), 


dp' tia Vi Ts dE €. Vip, ds 
dt m’ vV ga dg 3 EX gi ga dp ? 
dp" oN Vip" dy dq" (V4 1=p gs dy 
dt m” Vga dg” , dt m” Pou x gp 7 
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La fonction * sera, comme dans l'article cité, 
Y = — 5 mm'a'a"{a', 4"), x (1 cos 7) 
ss 3 m'm'a'a"[a', a"1, x: (1 — COS T°) 


— etc.; : 


mais les valeurs cosZ,, cos I” N cos T” 14 etc. deviendront, par les 
mêmes Substitutions, 


cos I; = Vi-prgix NSP pige 4p p" Hgg", 
cos PUES Vip?" —q"" x Vip QE p'p"+ q vja 
cos Z m = Vip gx “ire + p"p" is g'g", 
etc. 

à p', g^, P", g', etc. 


dp "d. "Cd, 1 1 Q Us N fa 3) 
= (GP Gp —q" ) 


Medid, a], 


TAC 
— etc., 


de nn m a (p' \ fn —p—Q 7 2 p'h pr me pq") 
he m’a'a Ke 4 | (p' Vip pq —p" V pq") 


GE ET) 


4V gd 
-+ etc., 
E a a VTT) 
-= en Ka! ( q'i =p" =q". 1—prr qe — g" Vi- p" — g") 
— etc., 


z fa'Ça,a"], 1 TPE" VE. = pe" 
= ve VIP D PV EP" 1"), 


qr ere El PV PRE Neue pr Li ) 


Fu , Š 


etc, 
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108. Ces équations ont lieu quelles que soient les valeurs des 
variables p’, g’, p", q", etc. , parce que nos formules ne supposent 
point que les inclinaisons 7, ", etc. des orbites sur le plan fixe 
soient très-petites, comme on Pa vu jusqu'ici dans toutes les for- 
mules que Pon a-données pour le mouvement des nœuds et les 
variations des inclinaisons, mais elles suüpposent seulement la pe- 
titesse des inclinaisons mutuelles des orbites. 

Quant à leur intégration, elle paraît très-difficile en général, et 
il ny a peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse. 

Faisons dans ce cas, pour abréger, 


m m'a'a"[a’, a] Per, m'a'a"[a', a], as 
TAV EE RTC TR 
Viprgn =x, Vi=pe—g® = J, 
on aura les équations 
dp / f É t 
Z= — Myg"), F= Mpy — p's), 
dp" D , dg" ' 
= N(= gy), F =N (p's — p3). 
Elles donnent d'àbord ` 
Nym =o, Ne MT o; 
d’où l’on tire 
Np' ti Mp" = b, Nq' a Mq" = 0, 
b.et c étant des constantes. 


Maintenant si on différentie Péquation x°=1 ete et 


qu’on y substitue les valeurs de dp', dq’, on a, après la division 
par xdt, 


dx 
a =— M(p'q"— gp"); 
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on trouve de même, L 

PEE wap p | 

et de n AM 

NEHMÉ 0, Ns + My = f; 

f étant une constante. z Ré: 088 
Les intégrales que nous venons de trouver donnent 


Mp'=b—Np, Mj"=c—Ny, My =f Nx; 


ces valeurs étant substituées: dans les trois équations 
dp j aae 
E may =g =o, W MIY — p) =o, 
dx 
F + M(pg—qp}=0; 
on obtient les équations suivantes : 


LE te =, UAn 
GH pbg = 


qui, étant linéaires à coefficiens constans, sont toujours intégrabless 
On aura de pareilles équations, en changeant p', g', x en p", 
q", y; mais lorsqu'on connaïtra les trois premières de ces quan- 
tités, on aura les trois dernières par les trois intégrales précédentes. 
Les expressions de p', g', x en #, contiendront trois constantes 
arbitraires, et comme les constantes, b, c, f sont aussi arbitraires, 
on aura en tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront 
à quatre, pour satisfaire aux équations supposées p+ql+4x"=1, 
PH+- =; on aura ainsi les valeurs complètes des |" sn 
variables p',-q!, p", g'; qui donnent la position des deux orbites 

dans l’espace. 
Mais notre analyse est fondée sur la sapposition que l'inclinai- 
son 


# 


a 
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son mutuelle des deux orbites soit trés-petite; le cosinus de cette 
inclinaison est exprimé par la formule (art. 107) 

& Pr LP PE AT 

dont la différentielle devient égale à zéro, d’après les équations diffé- 
rentielles ci-dessus; cette quantité sera donc égale à une constante, 
ne l'avons déjà trouvée (art. 105), et il faudra que cette 
constante soit supposée fort petite, pour l'exactitude de la solution 
précédente. 

Il serait dificile , saisie même impossible dè résoudre de la 
même manière le cas de trois ou d’un plus grand nombre g'or- 
bites; mais nous observerons que comme la position du plan de 
projection est arbitraire, on peut toujours le prendre de manière 
que les inclinaisons des orbites sur ce plan soient très-petites, 
puisque leurs inclinaisons mutuelles doivent être très-pelites; et 
si, les inclinaisons étant très-petites dans un instant quelconque, 
elles demeurent toujours très-petites, la solution fondée sur cette 
hypothèse sera légitime, 

109. En supposant les inclindisons 7’, 2’, etc. des orbites sur le 
plan fixe, très-petites, les variables p', g', p", g", etc. seront aussi 
très-petites, et on pourra, dans les équations de Particle 107, éntre 
ces variables, mettre simplement 1 à la place des radicaux 
Vi =p"—q", Vi —p"—q", etc., ce qui les réduira à la forme 
linéaire, dont l'intégration est facile. 

On aura ainsi des équations tout-à-fait semblables à celles que 
j'avais trouvées, par une autre méthode, dans les Mémoires de 
l'Académie de Berlin pour 1782, et dont j'ai fait aussi l'application 
aux six planètes principales, en donnant les expressions finies des» 
variables pour un temps indéfini; et les Mémoires de 1787, de la 
même Académie, renferment, de plus, ce qui est relatif à l'orbite 

Déc. anal. Tom. II. 21 


$ 
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d'Herschel. Il faut seulement remarquer que, dans les formules de 
ces Mémoires, les tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus 
qui se trouvent dans les valeurs des variables ; 
p = sin” sin’, p" = siné’sin", etc. 
q! = sin’ cos h’, q" = sinz" cosh", etc. 


4 


mais. à cause de la petitesse des inclinaisons, cette diéaance n'est 
d'aucune considération, 

Lorsqu'on connaît les valeurs de ces variables, on peut déter- 
miner. tout de suite les inclinaisons mutuelles. des. orbites, par les 
formules de Particle 107; mais ces formules se simplifient. dans le 
cas où les quantités p', q', p", g”, etc. sont très-petites. Dans ce 
cas on aura, en négligeant les troisièmes dimensions de ces 
quantités , 

cosT, = 1 — F(p" + g+ P" + 9") + pp +94; 
et de là, à cause de 1 — cos I” = 2 (sin 4 I; )}*, 


sin + T =; V(p! —p"} +(g—d);, 


on aura de même 
D CET a 
et ainsi des autres. 

110. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations 
séculaires, à considérer la variation du mouvement moyen. que 
nous avons désigné par dà dans l'article 77, et qui, en négligeant 
le carré de l’excentricité e, qui est supposée fort petite vis-à-vis 
de l'unité, et accentuant les lettres pour les rapporter yespectiver 
nent aux planètes m’, m”, etc., devient 


at = Vex di + $= x? dt. 


$ ə 
# 

m : 

SECONDE PARTIE, SECTION VII. 165 


pour la planète m'; on aura de même, pour la planète m”, la va- 
riation dA", en Loue un trait aux lettres qui n’en ont qu'un, et 
ainsi de suite, P 
On substituera donc dans cette formule, au lieu de la fonction 
(2'), la somme (Q), + (QG), suivant l’article 100 , et comme la 
fonction (Q/), ne contient point les excentricités e’, e", etc., on 
aura simplement 
nt AC EE DL 
ét pour avoit une formule uniforme pour toutes les planètes m!, 
m", etc., il py aura TERA mettre, suivant les remarques des ar- 


ticles. 101 et 104, EX; de ace), h, 


R wi? à la place de de 
à la place de =: me ce qui donnera 


Gi do 
w= aye (a mar Eyes * nd? 


les fonctions ® et Y étant données dans les mêmes articles, et étant 
les: mêmes pour toutes les planètes. ` : 
- Mais si, à la place de ces fonctions exprimées en e', P, į, MW, 
e", etc.; on veut employer les expressions des articles 103, 107, 


en m, n, pl, q’, m", etc., il faudra, suivant les formules de Par- 


ticle 75, changer p en aa A On aura ainsi. 


LI d f do dt 
dà =- 2, g Le 
Le Las 


et pour avoir dà", dà", etc., il n’y aura qu'à changer g’, a' m', 
m', n'en g’ a", m”, m", n", etc. 

Dans ces formules, les différentielles relatives à a! n’affectent 
que les coefliciens (a', a"), a'a"[a!, a"],, a'a"[a', a'la, (a', a”), etc. 


. $ 
` 4 
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des fonctions -® et #, à la place desquels il suffira de substituer 


LE AO 0 d'{a Matra rade a"[a’, a) Rp. CREER PKC etc. 


Es 


pour avoir les valeurs de ah ag ; et par les formules de Far- 


ticle 98, on trouvera les valeurs r&s différences- ruelles 


diad, a) a d[a, a], be sit e 
EF." da 5? , 


Il ET ensuite y substituer les valeurs de m, n’, p',g,m", etc. 
en {, trouvées par l'intégration des équations différentielles, des 
articles 105 et 109, et que nous ayons données pour toutes les 
planètes, dans les Mémoires cités de l'Académie de Berlin; et comme 
ces yaleurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus, 
les variations dà, dà", etc. seront intégrabless les termes cons- 
tans donneront dans À’, à", etc. des termes proportionnels à #, 
qui se confondront avec les mouvemens moyens; et les termes 
en sinus êt cosinus donneront de pareils termes, qui exprimeront 
les variations séculaires de:ces mouvemens. | HAE À B 

J'avais trouvé, par une autre méthode, ‘dans les Mémoires cités 
de l'Académie de Berlin, des formules pour déterminer les waria- 
tions séculaires des moyens mouvemens des planètes, et elles 
mavaient donné, pour Jupiter et Saturne, des résultats presqu’in- 
sensibles; mais les formules précédentes sont peut-être. plus rigou- 
reuses, et il sera bon d’en faire lapplication aux planètes; c’est 
un objet dont je pourrai m'occuper ailleurs; ici je wai eu en vue 
que de montrer l'usäge de la nouvelle théorie des variations des 
constantes arbitraires, dans ła détermination des variations sécu- 
laires des élémens des orbites des planètes. 
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$ IL. 


„Sur les E TAN séculaires des élémens des planètes „ produites 
par la gésistañce d'un milieu très-rare. 


111. Pour ne rien laisser à desirer sur les variations séculaires 
des planètes, nous devons encore considérer Peffet d'un milieu peu 
résistant dans lequelil'est possible qu’elles se meuvent, et où elles 

devraient nécessairement se mouvoir, si la lumière était due aux 
oscillations d’un fluide. 

Nous-avons déjà vu, dans l'article 78, que pour avoir égard à 
la résistance, il suffit d'ajouter à la valeur de d'A les termes 


Tyd + Fi Crèr+ rando + dody) 
di 


T étant la densité du milieu, qui peut être une fonction de r, .et 
qui doit être supposée très-petite, et d'y substituer pour 7 et .® 
leurs valeurs en £ données par le mouvement elliptique.de la pla- 
nete, en se souvenant que la caractéristique d se rapporte au 
temps £, et la’ caractéristique d aux élémens de la planète. #n 
Comme nous ne cherchons i ici que les variations séculaires, il 
faudra, ainsi que nous l'avons pratiqué plus haut, rejeter tous les 
Grue périodiques et ne retenir que les termes constans. 


112. En désignant, comme dans l'article 21, anomalie moyenne 


de ld‘planète par 
ui VE), 


on à VU queret 2-4 peuvent s'exprimer par des séries dont 
la première ne contient que des cosinus, et la seconde des sinus 
d'angles multiples de u; donc dr nexcontiendra que des sinus sans 
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terme constant, et db des cosinus de ces mêmes angles ; par 
conséquent la quantité dr? + r*d®* ne contiendra que des cosinus, 
et il en sera de même de la série qui exprimera la valeur de 
vdr rdd. Ainsi en faisant T=/r, la quantité TV dr° + reda" 
sera exprimée par une série de cosinus de multiples de v. 
Maintenant pour avoir dr et d®, il faudra faire varier dans les 
séries de r et de ® les coefficiens des cosinus et des sinus qui 
sont donnés en a et e, et de plus l'angle u, à raison des cons- 
tantes q et e quil renferme. Désignons par d(r) et d(®) les par- 
ties de dret de JD gi contiennent les variations des coins, 
où aura Jr = dr) +S = du, etdf mêne do = 4(®)+ À + 2 d'u ; 
done 


drôr + r°dbdb = ci rate) 
+ (dr° + r°do JE —. 


Or il est clair que J(r) ne contiendra que des cosinus et comme 
dr ne contient que des sinus, drd\(r) ne contiendra aussi que des 
sinus sans terme constant; de même dY®) ne contiendra que des 
sinus, et comme d% ne contient que des cosinus, doJ(®) ne con- 
tiendra aussi que des sinus ; d’ailleurs 7° ne contient que des cosinus, 
‘par conséquent 7*4®J(®) ne contiendra que des sinus. Donc la 
quantité drd\(r) + r*d®d(®) ne contenant que des sinus d’angles 
multiples de v, sans aucun terme constant, devra être négligée. 


| mr ugs 
115. Ainsi pour les équations séculaires on aura simplement 
drôr + dado = (dr d0") À. 


Or du = dt V4 $ ; donc faisant ces substitutions , on aura pour 


les termes à ajouter à JQ, à çause de la résistance du, milieu, 
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3 
a 


ss + ga LE Er JE Ju 
ry dre AARE rdo Je 
CEE EPLI de LT CPS X Ed 


où il faudra substituer pour r et ® leurs valeurs. en £ ou y, et 
ne retenir dans les résultats que les termes indépendans des sinus 
et cosinus de y. 

Pour les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite 


rd = Ddt= dt\/ga(i —e), 
dr° = r°d®° = ($= = )edt"; 


ainsi les termes dont il s’agit se réduiront à 
RER 
— gr (22) Ve x du 
VO — >x Van —e)xd4, 


où du =— 4/8 Jo —2 1/5 (t—0)da. 


114. Tels sont les termes qu'il.-faudra substituer à la place de 
d@, dans les formules générales des variations des élémens des 
planètes (art. 74), et ľom aura | 


da = — 2@T (È Er dt, 


de = 5ax (F E x sopre pi: 


a 


Fpi i Ved, 


et les variations des autres élémens x, 4, ¿ seront nulles; d’où 


tA 


30 
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Pon peut d’abord concluré que le grand axe ou la ligne des ap: 
sides, ainsi que le nœud: et linclinaison, ne seront sujets à au- 
cune variation séculaire; par conséquent la résistance ne déplacera 
point Porbite de la planète, mais en changera seulement à la longue 
le grand axe et l’excentricité, et produira en même temps une 
équation séculaire dans Panomalie moyenne et dépendante de la 
variation de c. 

Si Pon combine ensemble les deux premières équations, on a 

FETES 3(t — Que 


2a 
donc 


dt — de ME dh; 
a 


divisant par Va’, et intégrant, on trouve 


- t—c_ fdt 

Vë J Va? 
et comme u= (t—c) VE, on aura 
- dt 

u = g va , 


;® ue ne 
. , t à us . ` 
en supposant que l'intégrale f: = commence au point où 1=0; 
ainsi tout dépend de la variation dela distance moyenne 4. 


Si, dans la première approximation, on néglige lexcentricité e 
3 
; : . 2 1 1 
supposée très-petite, on a r=a(À — =) EA et comme la 


densité du milieu T ne peut être qu'une fonction de 7, ellè sera 
une fonction de q, et la première équajjon donnera 


da 


Supposons 


$ 


a ©" 
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Supposons T constant; on aura, en intégrant, 2 


Ÿ t= VA ra Va 
Cy ns YEN EN 


<4 étant la valeur de a lorsque ¿= o; donc: 


a = (y 4 V8), 
et la valeur de u deviendra 


Aes pa ARGENS. 
DEVE AS A 


nya — 2) 


Il 


où le coefficient T doit être supposé très-petit. 


115. Pour avoir la variation séculaire de excentricité e, il fau- 


dra. substituer dans. les arpeessiona irrationnelles v z => et 


€ — S de la valeur de de e bA de ren w, et ne retenir 


dans lé développement que les termes constans. Or, en ne còn- 
seryant que les secondes dimensions de e, on a, par l’article 21, 


2 2 
r=a (a — € COSU + = cosau), 
d’où Pon tire ñi 
1 


=l te cosu + e* cos2u), 


2o 
r a= va ( Le cosu — F4 cos au), 


r 


3 
(=) Va (5e cosu $ HT Be cosau); 
Méc. anal. Tom. IL. 30 


pe 
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par con$équent, en anri les cosu et ss on aura 


D Sax a 


Si on substitue pour y'a sa valeur Yy — tr vg, et qu'on néglige 
d’abord les €’, on aura l'équation 


day A EV e) Htéaedh + 


dont l'intégrale donne 


me" 


E étant la valeur de e lorsque 4= 0. 

Mais comme l'existence d’un milieu résistant, et à plus forte 
raison la loi de la densité de ce milieu, ne sont qu'hypothétiques, 
les résultats précédens ne doivent être regardés que comme une 
application de nos formules générales des variations séculaires. 


ittusozs (ob caf; 


Du mouvement autour du centre commun de gravité de plusieurs 


corps qui s’attirent mutuellement. 


116. None à avons démontré dans Particle 6 de la troisième Sec- 
tion, que dans tout système libre, les équations du mouyement 
des corps du système sont les mêmes, Soit. qu on les rapporte au 
centre de gravité du” système, ou à un point quelconque fixe hors 
du système. Ainsi dans les formules de Particle 85, on pourra 
établir dans le centre de gravité de tous les corps m, m’, m", etc. 
origine de leurs coordonnées x, y, z, x’, y’, etċ., et par les pro- 
priétés du centre de gravité, on aura les trois équations 

mx + mx — m"x" 4 m/x” 3 et = 0, 
my + m'y S5 m” be my" a etc = 
mz -+ m'z' sri m"z" Si mz fn SE etc, = 0, 


# 


L À 4 


Ra 
a? Be > 0 


>’ | 
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lesquelles donnent tout de suite les valeurs des coordonnées de m, 
par celles des autres corps m‘, m”, etc. 

Considérons en particulier le mouvement du corps m’ autour 
du centre commun de gravité, Comme ses coordonnées x! y’, 12’ 
sont indépendantes, on pourra, dans les formules de Particle cité, 
réduire les quantités T et 77 aux termes multipliés par m’, qui 
sont les seuls qui contiennent les variables x’, y', z', et diviser 
ensuite ces quantités par m’; ainsivdans l'équation générale on 
pourra substituer 7" et 77” à la place de T et Z, en faisant 

T = dx'° see + dz” 


et 

z Ra cor do, + m'YEdp" S etc. A 
et l'on aura pour cHadiine dés trois coordonnées de l'orbite de m’ 
autour du centre commun de gravité, une équation de la forme 


ÒT” 


diz Sr Hi =o, 


£ étant une quelconque de ces coordonnées. 


117. S'il wy avait que deux corps m et m’, la valeur de 7" 
se réduirait au se e m/R'dp', et l'on aurait SA '=mMmR' dp’, 
R' étant supposé fonction de p. 


Pour avoir la valeur de dX” relative à £, il faut différentier 
la variable ce 


PVR) + (y = + G— 2), 
en ne faisant varier que x’, y’, z', et ensuite .y substituer pour 


X, J, Z leurs valeurs 


(20 tt CAC 
nt mr m y mz 
X = wo? J = — 2. , Z Cr 


I 


z 


7 a 


+ * 


.*# 


; o l 
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On aura ainsi ==- is hbièe 
— men j AHY y +zd% 
sue Kaie ir 
Or, par les mêmes substitutions, ón a ) x 
\ p! — En aa +y’ z5. ” 
Donc faisant | 


ENFANT F, 


rayon vecteur de l'orbite de m’, on aura p = mkm 7; ct par 


conséquent p+ 
D EE = 


donc aussi dp —dr'; de sorte que la valeur de 77 deviendra 
MH semblable 


m/R'dr, R! étant maintenant une fonction de 
à la fonction supposée de p’. 
Dans le cas de la nature, on a R'= 75 donc la force R di- 


rigée vers le centre commun de gravité, sera représentée par“ 


2 
(m PR: ce qui est connu. 


118: Considérons maintenant le cas b système est com- 
posé de plus de deux corps, et supposons, pour simplifier la 
question, que la masse m soit beaucoup: plus grande que chacune 
des autres masses m’, m”, etc., ce-qui est le cas des planètes à 
l'égard du soleil; les PE x, y, z deviendront très-petites 
vis-à-vis des quantités x, y', z!, x", etc., dans le rapport des 
masses m’, m”, etc. à la masse m, en vertu des équations don- 
nées dans Farticle précédent; et on pourra, dans le développe- 
ment, s’en tenir aux premières puissances de x, y, Z, du moins 
tant qu'on ne voudra pas avoir égard aux carrés des masses. 
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Comme R est supposé fonction de p', /R'dp' sera aussi une fonc- 
tion de p' que nous dénoterons par Fp', et la quantité R sera ex- 
primée par F'p', suivant la notation des fonctions dérivées. Or on a 


| w 
= Vs) + (II + Cz, 
et 7 = Vax" + y + 7%; donc 


d. is dEr dFr 
et différentiant par ^, les quantités x, y, z demeurant cons- 
tantes , | 


d.Fr d.Fr d.Er 
! Kasis ra : — + — — 
SFP = Er xd = — yd dy zd 7 


où il faudra mettre pour x, y, z leurs valeurs 


mx -p mx" + m"a” m"a” + etc. 


x = — Sa 
m 
m'y + my" + m'y” Taes 
J= 
x mz + mz” + me- etc. 
re A 


119. Supposons que la force d'attraction R’ soit comme la puis- 


HT 
sance p'” de la distance p’, on aura Fp' = es et la fonction Fp' 


sera une fonction homogène de x’, y’, z' du degré m+1; £ 
sorte quon aura, par la propriété de ces fonctions, 


ir Ar RASE =(u+i1})Fr'; 


donc différentiant par A, et observant que 


RE da! + dy + dr Er 
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on aura gx | 
JALE DE LAR yade FEIE) 


Donc si on fait, pour abréger, 


5 z d. y- x rs Pe 
(BD = lliain +y " + z 1 =y 
! Pan ! " ee d. ee g" d. 2 
(R DR x 11 Fra —- y" 4 +z FER 
efc., 


on aura, après les substitutions , 
SFE = E Sr H E MR") + AR") + etc., 


et telle sera la valeur de d. /R'dọ' dans la différence AZ (art. 111); 
de sorte quon aura pour le premier terme m/R'dp' de 7, 


m/R'dp! = (m+ pm) Fr + m'(R") + m”(R”) + etc., 


A+ 

Fi 

Dans le système du monde, l'attraction des planètes est en. 
raison inverse des carrés des distances; on a ainsi 


p= 32, Fr = 2 ; 


et l'on trouve 


(R!) = ER tyy txa sé Po HAUTE. 


(R") Le ax" tyy Ei EE HD tre 


ou Er = 


ar ? 
o 


etc: ; 


en faisant 


= Vre FPE, r" = Var EYE, ete 
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Donc si on fait ces substitutions dans la valeur de 77! (art. 111), 


. g 1 1 i 
et qu'on y suppose aussi R; =m ne 7 etc., on aura, dans 


le cas de la nature, pour le mouvement du corps m' autour. du 
centre commun de grayité , 


m— 92m 1 Hp ps 
Pl —— — m"{-— #2. 
zi e or 
a Wa Wa 
mf 2 Er PA LÉ ) 
— m FT RE elc. 


Le premier terme de 77’, s’il était seul, donnerait, comme on 
la vu dans le chapitre premier, une orbite elliptique dans laquelle 
g =m — 2m; et comme lès autres termes sont fort petits par 
rapport à celui-ci, étant multipliés par les masses m", m”, etc., 
supposées très- petites vis-à-vis de m, on peut les regarder 
comme dus à des forces perturbatrices dont leflet est de faire 
varier les élémens de lorbite elliptique. Ainsi en faisant, comme 


dans Particle 90, 
/a r”? e: a a 
o =w (x ñ RTE) + m" (à chere N Hete., 


on pourra déterminer, par les formules données dans l’article 70, 
les variations de ces élémens. 


120. Si on compare cette valeur de Q’ qu'on vient de trouver 
pour le mouvement du corps m' autour du centre de gravité du 
système, avec celle de la quantité Q’ pour le mouvement du 
même corps autour du corps m, on voit quelles sont semblables ; 
les rayons vecteurs des orbites étant représentés dans celle-ci par 
p, p', etc., et dans la précédente par 7’, 7”, etc., et les quantités 
p", p”, étant les mêmes dans l'une et dans l’autre, puisqu'elles re- 
présentent les distances rectilignes du corps m’ aux autres corps 


5 
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m”, m”, etc.; il n’y a de différence qu'en ce qu'en changeant p’, 
p", etc. en 7’, r", etc., il faut échanger entrelles les quantités 7’, 
7", ainsi que les quantités 7’, 7”, et ainsi des autres. Or si on ne 
Cherche que les variations séculaires des élémens, comme nous 
l'avons fait pour l'orbite de m’ autour de m, il est facile de voir 
qu’on aura la même valeur de (Q') pour les deux orbites, et par 
conséquent les mêmes formules pour ces variations, ce qui est 
assez remarquable. 
Au reste, dans la valeur de Q’ trouvée ci-dessus, on pourrait 
j2 -i ; 
# " im y 
effacer les termes — m” zys — M” zys ete., parce qu'étant de 
+ 
la même forme que le premier. terme — =," de la quantité 
7, ils peuvent se joindre à ce terme, lequel deviendrait ainsi 


m—9m — m” — m” — etc. 
——_mm 0a MM 4 


Fi 2? 


de sorte que le corps m’ décrirait autour du centre de gravité 
une orbite, comme s'il y avait dans ce centre une masse égale 
à m—2m —m”—m”—etc., et les forces perturbatrices de celte 


orbite seraient par conséquent, toutes choses d’ailleurs égales, 
moindres que celles de lorbite du même corps m’ autour du corps 


le plus gros m. P 


SEGTION 


ESS , 4 


Le 
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oo 
HUITIÈME SECTION.. 


Du mouvement des corps non libres, et qui agissent les 
uns sur les autres d'une manière quelconque. 


1. Dans la Section précédente, nous avons supposé que les 
corps étaient libres, et qu’ils pouvaient, par conséquent, recevoir 
tous les mouvemens que les forces accélératrices tendaient à leur 
imprimer. Dans cette hypothèse, les coordonnées de chacun des 
corps peuvent être prises pour des variables indépendantes, et 
chacune d’elles donne une équation de la forme (art. 1, Sect. VII) 


òT DTE , W 

++ = oo. 
EH RTE 

Lorsque les corps ne sont pas libres, soit qu’ils soient assu- 
jétis à se mouvoir sur des surfaces ou des lignes données, soit 
qu'ils soient liés par des fils ou par des verges, ou que leur mou- 
vement soit modifié d’une autre manière quelconque, ces condi- ` 


tions, exprimées analytiquement, peuvent toujours se réduire à 


_des équations de condition entre les différentes coordonnées des 


mêmes corps, par lesquelles quelques-unes de ces coordonnées 
dépendront des autres, et pourront être exprimées par des fonc- 
tions de celles-ci. Il y aura donc alors un moindre nombre de 
variables indépendantes; mais chacune de ces variables donnera 
encore la même équation, que si elle appartenait à un corps 
libre. Ainsi les mêmes formules que nous avons données dans les 
articles 1 et 2 de la Section précédente, serviront aussi de base 
dans celle-ci. 
Méc. anal. Tom. II. . 25 
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On aura aussi, quelle que soit la liaison des corps, l'équation 
des forces vives ` n ; ; 
ee Vie T1. 


2. Si le mouvément se faisait dans un milieu résistant, nous 
avons vu, dans l’article 5 de la même Section, que la résistance 
R donnerait pour chaque corps m, les termes 


dxdx + dyðy -+ dzèz 
de 


à ajouter à d'77; ainsi il n'y aura qu’à réduire les différences 
dx, dy,.dz en différences relatives aux nouvelles variables indé- 
pendantes. FORCER 

On peut donner à cette réduction une forme générale, par Pana- 
lyse de l’article 4 de la Section IV; car en nommant £, +, ® 
les nouvelles variables, on a vu que la quantité dxdx+-dyd'y+dzd'z 
se transforme en 


FE + (LES + AVE) + HdJd 

LH TI(déde + dost) + etc., 

où Pon voit que le coefficient de JẸ est : 
LL RE GAY + Ido. 
Si on change le d'en d, alors la transformée de dx°+dy"+ de 
devient ee 
 Fdg + aGdédN + Hdd' + 21déde.+.ete., 

et. si on désigne cette transformée par ®, il est clair que lon a 


FE + Gd4 + Ide = 59e 


H suit de là qu’on aura en général 


dsds+dyðy+dzdz= Sg dE + EN + PS0. 
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La résistance des fluides étant en général proportionnelle au 


carré de la vitesse E: ( s étant l’espace parcouru par le corps ) 
: 7-0 He ; ds* 
si on désigne par T la densité du fluide, on aura R= el: 
les termes à ajouter à d'Z7 seront 
À 
Tds < dx elles 
Donc, en retenant la signification de la lettre T' de l'article 1 de 
la Section précédente, il n’y aura qu'à ajouter à d'77 les termes 


SE + Hd Ÿ + a de ete., 


ct changer ensuite m, m’, m", etc. en Tds, T'ds', T'ds", etc. ; car 
la résistance n'étant pas proportionnelle à la masse, mais seule- 
ment à la surface, il ny aura qu'à exprimer par T, T’, T", etc. les 
résistances que les corps m, m', m", etc. éprouveraient en se mou- 
yant avec une vitesse égale à Punité. 


Ainsi l'équation de l’article 1, relative à £, deviendra 


STi Jad | PEL 
e anie ar E 


Mais l'équation des forces vives waura plus lieu dans ce cas. 


5. Au lieu de réduire d’abord toutes les variables du problème 
à un petit nombre de variables indépendantes, par le moyen des 
équations de condition données par la nature du problème, on 
peut traiter immédiatement toutes les variables comme indépen- 
dantes, et si L=0, M= 0, etc. sont les équations de condition 
entre ces Variables: il suffira ajouter à l'équation relative à cha- 


i 1 DL > M 
cune de ces variables, des termes de la forme à Rte JE tete. 
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On aura ainsi ; relativement à une variable quelconque £ , l'équation 
dE HSE HAS HUE + etc. = 0, 

les quantités À, w, etc. étant des quantités indéterminées qu'il fau- 

dra éliminer, au moyen des équations de condition. 

A l'égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu’il n’est 
pas nécessaire qu’elles soient sous une forme finie; il suffit qu’elles 
soient différentielles du premier ordre : alors en changeant la ca- 
ractéristique d en d', on aura également les différences partielles 
relatives à chaque variable £. 

Enfin, si le système était composé d’une infinité de particules 
jointes ensemble d’une manière quelconque, on suivrait, à l'égard 
des, termes dus aux équations de condition, les mêmes règles que 
nous avons données dans la Section VI de la première Partie 
(art. 10), puisque ces termes sont les mêmes dans la formule gé- 
nérale du mouvement que dans celle de l'équilibre. 


4. Le problème étant réduit à un certain nombre de variables 
indépendantes, on aura, pour chacune de ces variables, une équa- 
tion différentielle du second ordre, dont l'intégration introduira 
deux constantes arbitraires ? de sorte que la solution complète 
contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu’il y aura 
de variables indépendantes, lesquelles devront être déterminées 
par l’état initial du système. Or si, pendant que le système semeut, 
il arrive qu’un ou plusieurs des corps qui le composent, reçoivent 
dans un instant donné des impulsions étrangères quelconques, ces 
impulsions n’agissant que dans un instant, ne changeront pas la 
forme des équations, mais seulement la valeur des constantes ar- 
bitraires; et si les impulsions deyenaient infiniment petites et con- 
tinuelles , les constantes arbitraires cesseraient d’être constantes, 
et deviendraient variables elles-mêmes, 
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< Nous avons déjà donné, dans le second chapitre de la Section 
récédeti la théorie de ces variations des constantes arbitraires 
pour les corps libres, et nous en avons fait l'application aux élémens 
des orbites des planètes; nous commenceronsicette Section par la 
généraliser et la rendre applicable à tout système de corps qui 
agissent les uns sur les autres. 


CHAPITRE PREMIER. 


Formules générales pour la variation des constantes arbitraires , 
dans le mouvement d'un système quelconque de corps , produite 
par. des impulsions finies et instantanées, ou par des impulsions 
infiniment petites et continuelles. 


5. En nommant £, 4, ®, etc. les variables indépendantes aux- 
quelles on aura réduit toutes les coordonnées x, y, z des corps 
du système, ‘par le moyen des équations de condition dépen- 
dantes de la liaison des corps, on pourra toujours exprimer 
chaque constante par une fonction donnée de £, 4, ®, etc., et 
d dy de 
dt” dt? dr? 
®, etc. ne dépendent que de la position instantanée des corps dans 
l'espace, et ne peuvent par conséquent subir aucun changement 
par les impulsions étrangères; il my aura donc que les différen- 


des différentielles etc. Or, les variables finies £, +, 


x dé dy do A ; 
tielles +, To JP dont les yaleurs pourront être changées par ces 
impulsions. 


Supposons areles deviennent CE LE ARE ET? +, etc., 


les: accroissemens di di ®, etc. seront dus aux impulsions; ce 
seront les vitesses, suivant les coordonnées £, 4, @, etc., que 
les impulsions produiraient dans le premier instant, et qu'il s’agit 
de déterminer. 

Soient P, Q, R, etc. les forces d'impulsion appliquées à chaque 
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corps m du système, suivant les directions des lignes p, q, r, ete., - 
et tendantes à les diminuer, et soient x, y, z les vitesses initiales: 
qui en résulteraient dans ce corps, suivant les directions de ses 
coordonnées rectangles x, y, z, et dans le sens où ces coordon- 
nées augmentent, si tout le système était en repos; on aura, par 
l’article 11 de la seconde Section, l'équation 


Sad x + ÿdy +zdz)m — S(Pdp + Qlq+Rdr+ etc.) = 0, 


laquelle doit se vérifier indépendamment des variations d£, 4, 
d'®, etc. de chacune des variables indépendantes. Il n’y aura donc 
qu'à substituer dans cette équation les valeurs de x,y, z et de 
P, q, T, etc., en fonctions de £, 4, ?, etc., en remarquant que , 


les vitesses x, y, z peuvent s'exprimer comme toutes les vitesses, 
dx: dy dz 


par Tp de? RTS 
Par ces substitutions on aura la transformée 
SX + ÿd'y + zd'z)m E 
= Edf + FSL + Ddo + ete., 


et si on fait, comme dans Particle 62 ( Sect. précéd.), 


dQ = — S( Pòp + Qdq + Rdr + etc), 


on aura les équations 
saca 
E = R? LE Ro À Pr: ete., 


lésquelles seront en même nombre que les variables £, A, @, etc. 


Or ilest facile de voir que les quantités =, Y, ®, etc. seront 


di dy 
dt? dt? 


x etc., et que ces différentielles ne seront autre chose que les 


des fonctions de £, +, ®, etc. et de leurs différentielles 
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. .’ Vie r . ? b 
vitesses initiales que nous avons désignées ci-dessus par £, 4, 
®, etc., et qu’on pourra par conséquent déterminer par les équa- 
tions précédentes. 


Comme les quantités #, ÿ, £ sont équivalentes à de dy de 


di? dt? dt? 
la quantité xdx +- ydy + zdz pourra aussi exprimer par 


dxòr + dydy + dzòz 
dt ? 


et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus (art. 2), que 
si dans la formule 
ño dx* tidy’ + da 
Tes. adi". My 
on substitue pour x, y, z leurs valeurs en £, 4, @, etc., et qu’on 


À ae š è 
y change À en č, y en +; z en ®@, etc., on aura, par les dif 
férences partielles relatives à £, 4, @, etc., 


= dT dT dT. 
Bi 9 Y = —-, D=—, etc, 


dé d4 Sarisdo 
et les équations pour déterminer £, 4, Q, etc. seront 


aiiai AT b da. dTi 
hu De = FT » ES 197 ete., 
dé dy dọ 


où lon remarquera que ces inconnues n’y seront qu'au premier 
degré, puisqu'elles ne peuvent être qu’au second degré dans la 
quantité T. 

Ainsi l'effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, ete. 


consistera à augmenter les différentielles ts = Se , Ctc... dés 


quantités E, $, ?, etc., dans les expressions des constantes ar- 
bitraires du problème: 
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6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très-pe- - 
tites et continuelles, on changera P, Q, R, etc. en Pdt, Qdt, 


Rdt, etc., ce qui changera d'Q en dtf'Q, et les quantités, £, +, 
®, etc. deviendront très-petites du premier ordre; les constantes 


arbitraires deviendront continuellement variables, et les quantités 
£, 4, ®, etc. seront les variations de ne jat z etc. dans les ex- 
pressions de ces constantes ; de sorte que a Ep une ss cons- 


tantes devenues xeviables, on aura, en faisant 2 ES z NY, 


dany , da ! , da : SEX, 
da = état Y? + etc.) , 
les variables finies £, 4, @, etc. ne recevant aucun changement; 


èt il n’y aura plus qu'asubstituer pour ë, AI @, etc. leurs va- 
leurs tirées des équations données ci-dessus; mais dans le cas pré- 
sent, ces équations peuvent être mises sous une forme plus simple, 
par la considération suivante. 

En regardant les variables £, 4, @, etc., ainsi que les diffé- 
rentielles £’, A’, ®', etc., comme fonctions des constantes arbi- 
traires a, b, c, etc. et du temps ż, et désignant par d leurs 
variations résultantes des variations de ces constantes, il est clair 


qu'on a Æ 
dEé=0, M=o, dp =o, etc, VE, PIAR =; de=?; ètc., 


eoor : dT al; à 
et comme les différences partielles —-, Fr etc. ne contiennent 
dé 


que les premières dimensions de E, ya ®, etc., il est facile de 


voir qu’elles peuvent se réduire à Der D £. y> etc.; en regar- 


dant T comme fonction de ¢', 4’, +’, etc. Ainsi les équations dont 
il 
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il s’agit, deviendront 


IT 


dT 
dE’ = dt, JET 


= p db etc., 


pd, d 


et Pon aura 
da = T etH cP + etc., 


où il faudra substituer les valeurs de JE, dẹ}, dy, etc., tirées de 
ces équations. 

Si on change ensuite les différences partielles de Q relatives à 
E, 4, ©, ctc., en différences partielles relatives aux constantes 
a, b, cete., on parviendra à des formules semblables à celles 
de Latios Go de la Section précédente, dans lesquelles les coeffi- 


ciens de - ne ER etc. auront la propriété d’être indépendans du 


temps {; mais la démonstration directe de cette propriété singu- 
lière devient très-difficile, comme on peut le voir dans le beau 
Mémoire de M. Poisson sur ce sujet, inséré dans le tome VIII 
du Journal de l'École Polytechnique, et on ne se serait peut-être 
jamais avisé de la chercher, si on n’avait été assuré d'avance de 
la vérité de ce théorème. 

Comme j'ai déja donné dans la Section cinquième, une théorie 
complète des variations des constantes arbitraires, je ne my ar- 
rêterai plus ici; j’ajouterai seulement deux remarques sur les for- 
mules de cette théorie. - 


7. La première remarque est relative à la formule générale de 
l'article 11 de la Section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier, 


dT 
dE = HAE m = PG me = ge, etc. » 
se réduit à 


A.Qdt = AEST! + Aẹ dT" + Apd T" + etc. 
— dÉAT' — 4AT" — SpA T” — etc., 
Méc, anal. Tom. IL. 24 
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où la caractéristique d indique les variations dues à toutes les 
constantes &, b, c, etc. devenues variables, mais oùla caracté- 
ristique A peut se rapporter indifféremment à chacune pi ces 
constantes. En la rapportant d’abord à une quelconque de ces 
constantes, comme &, et développant les variations indiquées par 
d', on a tout de suite la formule 


Ba = La, bjdb + [a, cjde + [a, Hdk + ete, 


dans laquelle 


“a 2 «dE 
RARES Tee x D + exe etc. 
AR 5 dé A CE dY dl .; de 
D ER NS d a 
dé ar d dT" d die 
Le, de xt ex ete X Ar Hete 
de oi ENT AT onay aTe de 


D BR hat dans adone riae] de on Ut 

etip | | 
et où les valeurs des coefficieus [a,b], [æ, c], etc. deviennent 
indépendantes de ż, après la substitution des valeurs de £, +, 
@,etc. en a,.b,c, etc.:et £. 

On a ainsi les formules auxquelles je suis parvenu d’abord 
dans le Mémoire sur la variation des constantes arbitraires dans 
les problèmes de Mécanique. M. Poisson a trouvé ensuite des for- 
mules plus directes, qui reviennent au même que celles que jai 
données dans l’article 18 de la Section V; mais quoique celles-ci 
paraissent plus simples, parce qu’elles donnent- immédiatement les 
valeurs des variations da, db, etc., au lieu qu’il faut les déduire 
des autres par l'élimination , cet avantage n’est qu'apparent, comme 
nous l'avons déjà remarqué plus haut (art. 64); on peut même 
dire que dans plusieurs occasions l’avantage sera entièrement du 
côté des formules précédentes, parce qu’elles ne demandent aucune 
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réduction préalable et qu’elles peuvent s’appliquer immédiatement, 
toutes les fois qu’on a l'expression de chaque variable en temps, 
dans laquelle les constantes arbitraires entrent d’une manière quel- 
conque; Loi par cette raison que j'ai cru devoir les redonner ici. 


8. La seconde remarque porte sur l'étendue qu’on peut donner à 
ces formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. 
Nous avons toujours supposé que ces forces étaient telles, qué- 
tant multipliées par les élémens de leur direction , la somme devye- 
nait intégrable, et pouvait être exprimée par une fonction des 
variables indépendantes que nous avons désignées par — Q. 

Mais nous ayons déjà remarqué dans l'article 62 de la Section 
précédente, que quelles que soient les forces perturbatrices R, Q, 
P, ctc., il suffit de faire 


— dQ = Rsr + Qq + Pdp+ cete., 
en rapportant les différences partielles relatives à la caractéris- 
tique d', aux seules variables r, q, p, etc. 
En général il n’est pas nécessaire, pour l'exactitude des for- : 


mules des variations, que les forces perturbatrices que nous avons 


représentées par les différences pa N = T T To etc. soient 


en effet des différences partielles dune même quantité. On peut 
supposer que ces forces soient exprimées par des quantités quel- 
conques, que nous désignerons par Q’, Q", Q", etc.; alors, au 
lieu de A.Q, dans les formules de Particle 11 de la Section V, 
on aura . x 
Q'AË + A'ad + Q''ap + etc., 
et l'équation de Particle précédent deviendra 


(Q'AË + Q'at + Q'a + etc.) dé 
= AËS'T" + apd T" HnapST" + etc. 
— J'EAT" — JMaT" — JeaT" — etc.; 


AT 
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d'où, en rapportant la caractéristique A à n constante arbitraire. 
&, on aura également | 
| | z A 5 
(QE + QT + a" +etc)de 0 
[a, b]db + [a, cjde + [a, dk + etc., “ 
en regardant les variables E, À, » etc. comme fonctions de &, 
b, c, k, etc. 


La même chose aura lieu pour les fitanles des articles 14 et 
18 de la même Section V, en mettant partout | 


a'd + Q'dY + Q"de + etc. 


à la place de dQ, et rapportant aux variables £, 4, ©, etc. les 


différences partielles de Q relatives aux constantes &, 8,7, etc., 


À, he; v, etc., ou à, b, c, k, etc. 


9. Enfin on peut faire abstraction des forces perturbatrices et 
ne considérer la fonction — Q que comme une quantité qui, 
étant ajoutée à la fonction 77 due aux forces principales’, produit 
les variations des constantes arbitraires dans les mouvemens qui 
résultent de ces forces. Et comme dans le calcul de ces variations 
il rentre que les différences partielles de & relatives aux variables 
indépendantes £, 4, ®, etc., il n’est pas nécessaire que la diffé- 
rentielle dQ soit une différentielle exacte, il suffit que les différen- 
tielles qu’elle contient soient elles-mêmes des différentielles exactes 
dont on puisse avoir les différences partielles par rapport aux va- 
riables £, A, ®, etc. 

Cette extension de nos formules, que nous avions déjà annoncée 


dans l'Avertissement du tome premier, peut être utile dans plu- 


sieurs problèmes où les forces perturbatrices ne seraient pas seu- 
lement fonctions des variables indépendantes E, d,®, etc., mais 


” ¥ 


& 
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dé dy de 
dt” di? dt 


exemple, si, après avoir résolu un problème de Mécanique dans le 
vide, on voulait avoir égard à la résistance d’un milieu, comme 
nous l'avons fait, à l'égard des planètes, dans la Section précédente. > 
Mais la même extension ne peut pas avoir lieu à l'égard des 
forces principales qui entrent dans les équations différentielles dont 
l'intégration introduit les constantes arbitraires. Ces forces, multi- 
pliées chacune par lélément de sa direction, doivent toujours 
former une quantité intégrable que nous avons désignée par 77 
(art. 9, Sect. IV), et qui doit être une fonction des variables indé- 
pendantes sans leurs différentielles ; autrement la réduction de ces 
équations à la forme de Particle 2 de la, Section V n'aurait pas lieu, 
et l'analyse du § I de cette même Section cesserait d'être exacte: 
Rien n'empêche cependant. que les expressions de ces forces ne 
contiennent le temps {; car comme la quantité 7” disparaît dans 
les différentielles partielles de Z= T— X, relativés à £', 4, 
@!, ctc., le résultat final de l'article 7-aura toujours lieu, parce 
qu'il se trouve indépendant de 7. Mais il cesserait d’avoir lieu si 
cette quantité était fonction de £, 4; Q, etc., et de £’, 4”, ®', etc. 
Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes particuliers. 


aussi de leurs différentielles , etc., et du temps z. Par 


CHAPITRE II. 
Du mouvement d’un corps sur une surface ou ligne donnée. 


10. Quand on ne considère qu'un corps isolé, on peut faire 
abstraction de sa masse, ou la supposer égale à 1; et Pon a, comme 
dans Particle 3 de la Section précédente, 

di + dy + ds 
T = TRE 3 WW =Rdr + Qdgq == Pdp -} etc. 


L'équation de la surface donnera z en fonction de x et y, on 


12 


LR 


5 
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aura ainsi 
dz c= A SER TY; 5 


. r xX » l . , € 
et les variables x et y étant regardées comme indépendantes, 
chacune d’elles donnera une équation de la forme 


òT òT òy à 
LES rmi ARR Um 


Le terme © Ea = de T donne sur-le-champ © Se ; le terme SE, qui est 


censé PE de x, y et de dx, dy, donnera d’abord ces deux-ci: 


dz 
d.(dz A ddz? dz a Adz 
Er ni or z; est la même chose que xp et = 
su ~ i Š 21: 
est ——— ou Eee donc les deux termes dont il s’agit se rédui- 


` d'à 1m , ,: + pz . . ` 
ront à ps ; ainsi l'équation relative à x sera 


dx d'z 


ae dar * EHRE Le 


et l'on aura pareillement, pour rapport à y: 


ay aida ia LE 
de EN Se : AU Re 
Si le corps était contraint de se mouvoir sur une ligne donnée, 


alors y et z Sa fonction de x; le terme de T' donnerait 


aoa dz) 8x 

les termes 7 Se a), lesquels se réduiraient de la même 
1 ` d'y Zz. 

manière à on de même le terme =a donnerait % F x PE 


et l’on aurait, relativement à x, qui est la seule variable, l'équation 


dx dy z -ds y 
EEEE E HT aAa 


A i 
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+ On voitpar Panalyse précédente, que tout terme de la quan- 
tité T'qui sera de la forme # se z étant une fonction donnée de 
deux autres variables x et y, donnera 
SOT. T. d'z 9z 
da RER TRE Te? 
òT òT d’z dz 
"dy Sy = 24 de X< Jy , 
y 
réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs occasions: 


11. Si au lieu des coordonnées rectangles x, y, z, on voulait 
employer, pour la surface, un rayon 7r avec deux angles 9 et 4, 
comme dans Particle 4 de la Section précédente, on aurait 

T= (dt + cos Ÿ°de*) + dr° 
a adt* our 
où 7 serait donné en fonction de 4 et @, par la nature de la 
surface, et l’on aurait, relativement à 4 et ®, deux équations de 
la forme 


dT' òT LLA 
dippen ER =O 
Le terme de de T donnerait doser relativement à +}, et se sr 
ad dep 2" da p? 


relativement à ®, et ron aurait ces deux équations 


ady sin cosdde | dr. or, W 
$ (OV an TOO NE a ET LA 
d. dt + dt? + dt® AE I7? 0; 
r'cosŸ"dp , dr. or , dW a ai 
dra t let; prm | 


que les méthodes ordinaires ne donneraient qu’à Paide de plusieurs 
réductions. 


12, Il est bon de remarquer que l'équation T+7=H, quia 


f 


3 


Le] cn 


< 
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toujours lieu lorsque le corps west animé que par des forces pro- 
portionnelles à des fonctions de leurs distances aux centres, donne 
tout de suite la vitesse du corps dans un point quelconque de la 
courbe qu'il décrit. Car u étant la vitesse et s l'espace décrit, 


on à u=$ = Lee a ai r donc Taj et par conséquent 


ù = VH =r) 
de sorte que 77 étant une fonction finie des coordonnées, la vi- 
tesse ne dépendra que de la position du corps dans l’espace. 

Si le corps n’est animé par aucune force accélératrice, on a =o, 
et la vitesse devient constante, Dans ce cas, comme nous ayons 
démontré en général que la formule fuds est toujours un maniru 
ou un minimum dans des limites données (Sect. IIT, art. 39), 
quantité /ds, ou s, c’est-à-dire, la longueur de la courbe D 
par le corps, sera elle-même un maximum ou un minimum; et 
il est évident qu’elle ne peut être qu'un minimum, parce que le 
maximum n’a point lieu. D'où résulte le théorème connu, qu'un 
corps projeté sur une surface quelconque, y décrit toujours la 
ligne la plus courte entre des points donnés. 


15. Mais dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus 
simple de regarder toutes les coordonnées comme des variables 
indépendantes, et d'employer les équations de la surface ou de la 
ligne donnée cotations de condilion qui, étant repré- 
sentées par L=0, M—o, donneront simplement pour chaque 
variable les termes xd Z, JM à ajouter à SY, les coefliciens 
À, & étant indéterminés et devant être éliminés, 

Or, de ce que nous avons démontré dans Particle 5 de la qua- 
_trième Section de la première Partie, il s'ensuit que chaque terme 


comme 


a 


Li 


g 
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comme AdZ, peut représenter le moment d'une force égale à 


VEETES. 
et agissant perpendiculairement à la surface dont l'équation est 
dL= o0; par conséquent cette force ne pourra être que celle qui 
vient de la résistance que la surface oppose au corps, et qui est 
égale à la pression quë le corps exerce sur la surface. 

Ainsi le coefficient À servira à déterminer la pression du corps 
sur la surface donnée par l'équation L= 0; et si le corps est mu 
sur une ligne donnée, en la regardant comme produite par Pinter- 
section de deux surfaces représentées par les équations L= 0, 

— 0, les deux coefficiens À et # serviront à déterminer les pres- 
sions que le corps exerce sur cette ligne, perpendiculairement aux ` 
deux surfaces. > 


14. En général, on peut assimiler le terme AdL au terme d' 7; 
et comme AY = Rdr + Qdq + etc., R, Q, etc. étant les forces 


qui agissent suivant les lignes r, g, etc., et qui tendent à les 
raccourcir ; si Z est fonction des coordonnées £, 4, ®, on aura 


SL = EEE MN + Te 


gt carats oi 
et les termes À + A Ag CxPrimeront les forces qui ré- 


sültent de la résistance de la surface dontiJ'équation L=o , sui- 
vant les directions des coordonnées £, era qui tendent à 
diminuer ces coordonnées. 

Si l'équation de la surface était =a, a étant une constante, 
ce quon peut Si obtenir par le choix des coordonnées „on 


aurait L=t—a,% SE =n =O, T= o, et Péquation relative 
25 


Méc. anal, Tome II: 
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à £ (art. 5) serait 


ST. OT D 
PRE PAF 


les équations relatives aux deux autres variables ne recevant 
aucun changement. Ainsi on aura tout de suite la pression à du 
corps sur la surface, en-faisant , dans la valeur de À, 


Ge di he ee Le 
dE "èdé 9? 
£a, et dé = 0. 
Comme lapplication de nos formules générales n’est sujette à 
aucune difficulté, nous nous contenterons de donner un ou deux 


exemples. 
M gA 


Des oscillations d’un pendule simple de longueur donnée. 


15. Nous prendrons l’origine des coordonnées dansle point de 
suspension du pendule, et nous supposerons les ordonnées z Ver- 
ticales et dirigées de haut en bas; mais à la place des coordon- 
nées rectangles x, y, z, nous prendrons un rayon 7 qui sera la 
longueur du pendule avec deux angles 4 et ®, dont le premier 
sera l’inclinaison du pendule à la verticale, et le second sera langle 


que le pendule décrit en tournant autour de la verticale. On 
aura ainsi 


x — 7 sin} casg y = rsinŸsing, Zz = rcosȚ, e 


et la quantité T deviendra , à cause de 7 constant, 


Fes r'(sin dde + d4) : 
— S ER aA” - 


adt’ 


Il est bon Qobseryer que langle ẹ que nous employons ici 


p 
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est le complément à go°, de l'angle À que nous avons employé 
jusqu'ici, et qui représentait inclinaison du rayon r sur le plan 


horizontal, au lieu qu'ici il représente : son inclinaison à la ver- 


ticale. 


La force R tendante au centre des rayons 7 sera nulle; la force 
Q pourra être prise pour la gravité, que nous désignerons 
par g; et comme clle doit agir parallèlement à l'ordonnéé z, et 
pour augmenter cette ordonnée, au lieu que la force Q est censée 
agir pour diminuer la distance q; il faudra faire dg = — dz 
= —d.rsinų4, en supposant le centre de cette force éloigné à 
l'infini; ainsi on aura simplement d 7=— gå. r cosy = gr sin dit. 
Les équations relatives à RAR et ? dexisndront donc; en les di- 
visant par 7°, 


a sin Ÿ cos 4d 
ay dede à E siny =o, 


; d. (sinyèdo) __ 
$ E TAA 


La seconde de ces équations a pour intégrale 


et la valeur de dọ tirée de celle-ci étant substituée dans la pre- 
mière, elle devient : 
® 


dap, Cod ga a 
de a n, +? sin =o, 


dont l'intégrale, après l'avoir multipliée par 244, est 


dy* ag 
de F sin < — + cos =F, 


C ct E étant deux constantes qui dépendent de l’état initial. 
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Cette dernière intégrale donne tout de suite 


sin Ÿ.dY = 
VE +3 Eco) Tr 


et comme on a par la première dọ = AT on aura 


idt == 


d LL agamasi a CAUA er 
5 inv (/(E+% cos 4) AE 


équations séparées, mais dont les seconds membres ne sont in- 
tégrables que par la rectification des sections coniques. 

L’équation en £ et 4 donnera le temps que le pendule emploie 
à parcourir verticalement l'angle 4; et l'équation en ¢ et 4 don- 
nera la courbe décrite par le corps qui forme le pendule, laquelle 
sera une espèce: de spirale sphérique. Si on fait rsin4 = p, on 
aura une équation qui sera celle de la projection de ne à sur 
le plan horizontal, entre le rayon vecteur p et l'angle scrit par 
ce rayon autour de la verticale. 


16. Si on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l'équation 


(E + cos 4 )sin4— Go 


e 


laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de 
langle d’inclinaison «4. Cette équation, à cause de sin4*—1—cos 4°, 
est du troisième degré, relativement à Finconnue sin}; elle aura 
donc une racine réelle; mais il est facile de voir, par la nature 
du problème, qu'il ne peut y avoir un maximum de 4, sans 
qu'il y ait en même temps un minimum, et vice versé ; d'où il 
suit que les trois racines seront nécessairement réelles, dont deux 
donneront un maximum et la troisième un minimum. 


& 
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Désignons par æ et 8 la plus grande et la plus petite valeur de 
%, on aura les deux équations 


(E + cos « sin gê — & =o, 
(E + 28 cos £) sin 8° — Œœ =o, 


lesquelles donnent 
pris ag(cos æ sin a°— cos £ sin £?) 
& A r(sin 8° — sin «°) ? 


C° = 2g sina? sin A°(cos « — COS £) 


r(sin 8° — sin a°) 2 


expressions qui se réduisent à celles-ci, plus simples, 


PE 2g(1 — COS «? — COS £’ — Cosa COS A) 
arin r(cos « + cos £) 7 
Cr = 28 sin «° sin 8° 
= rcosa« + cos 8)" 
N ces valeurs dans Péquation en cos4, laquelle, 
en changeant les signes, est de la forme 
Æ cos 4? + E cos4*— “ cos + CE = 0, 


r 


ct, par la nature des équations, son premier membre deyiendra 
a (cosd—cosx)(cos1}—cos8) (cos+cosa--cos8+ z ) š 


cette quantité , prise avec le signe —, Sera identique avec la 
quantité qui est sous le signe dans les deux dernières équations 
de Particle précédent. 

Or on a, en réduisant, 


da Er 1 -} cosæ cosg 
cosa -cos 8 r NOA 


ei 
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donc la quantité dont il s’agit sera 
1 ~} cosg cos )s 8 


 (cos—cosa)(cosŸ —cos/) (eos H rose co: PT 


17. Supposons maintenant 
cos = cosa sing- cos B cos o* ; 
il est clair que la valeur 8 de -L, qui est supposée la plus petite, 
répondra à s =0, 2%, 4T, etc., et que la valeur æ, qui est la 


plus grande, répondra à S= Le s etc., æ étant langle de 


deux droits. On aura ainsi 
cos A — cosg = (cos — cosa) coss”, 
cosa} — cos = (cosa — cos ĝ) sin c*, 


1 + C08 æ cos 8 
A A DEAETE STT] ns. 


— 1-2 cosa COS8 - cosæ? sin a°- cosg’ cos. 
sc COSæ + cosg LL 
d'ailleurs -on a 
sin 4 d4 = — d. cos 4 = 2(cos 8 — cos æ) sine coss ; 


donc faisant ces-substitutions dans l'équation différentielle en £ et 
s de l'article précédent, elle deviendra 


adr V cos a Æ cos 8 


OO; 
= Ea -H 2cosacos8 + cose’sinė® -Lcos&*coss”) * 


` 


et faisant, pour abréger , : È 
cos æ -L cos 8 E s 


x = 3 Zcosecosé + cose -+ cosp?’ 
2 = me II (cos 8 — cos COS 27 ; 


elle se réduira à a 
= r oxide -S 
— y x TS 


w 
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Ensuite on aura 
Piy a Cdi 28 sing sing dt 
o sinye r V cosa- cosg sin Ÿ* 
— »*Vasinesing de de 
TT cos + cos8 ( (G + cosy) £ dé (1— cos ÿ) 3) e 
où il faudra substituer pour cos} sa valeur en cos 27, 
cosp == + (cosa + cosB) -+ + (cos B — cos a°) cos a. 
“En intégrant ces équations depuis e=o jusqu’à o =7,onaura 


le temps et l'angle de rotation compris entre le point le plus bas 
où l'inclinaison du pendule à la verticale est 8, et le point le plus 
haut où l’inclinaison est æ; mais ces intégrations dépendent en gé- 
néral de la rectification des sections coniques. Si la valeur de @ 
comprise entre ces deux limites de s est commensurable avec 7, 
la spirale décrite par le pendule reviendra sur elle-même après 
un certain nombre de spires; mais si elle est incommensurable, 
la spirale fera une infinité de révolutions différentes. 


& 
* 


18. Lorsque le pendule ne fera, en-hauteur, que g excursions 

assez petites, de manière que les angles « et 2 diffèrent peu entr’eux, 

la différence cos 8— cos sera, elle-même, assez petite pour que 

le radical ® puisse se réduire en une série convergente. 
Supposons 


2tang y 


x (cos 8 — cosa) = sin 2y = F tar? 


la fonction $ deviendra 
3 = cosy Vi p langy +2 tangy X COS 2. 
La Qu i 


3 (1 tang y° + atangy X cos 20) à 


pe 


4. ] 
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peut se réduire en une série de la forme | 


A +B cos25 + Ccos4s + D cos6s + ete., 


dans laquelle on aura, en faisant dans les dernières formules de 
Particle 98 de la Section précédente, = 2s, a'=1 , a'=—tang y, 
et: 135 9 22:85 
n= NE = 3-46? etc., 
A = ı + n'tangy" + n°tangyt + n” tangy? + etc., 
B = — o(tangy + nn'tangy? + n'r"tangy® + etc.), 
C = a(n'tangy* + nn'tangyt + n'n''tangy* + etc.), 
etc. e 


On aura donc en substituant 
= ve x == (4 + B cosas + Ccos 4r + etc.)ds, 


et en intégrant de manière que l'intégrale commence où e= o, 


t= x= (4S8+iBsinas -+4 Csin 4s + etc.). 


5 cosy 


En faisant c = = z» On aura le temps depuis le point le plus haut 


jusqu'au point le plus bas, lequel étant nommé T', on aura 


Si on dénote par T", T", etc. les q de £ qui répondent 


à s=5, a etc. on aura 7°=57, = 5T, etc., d’où l’on 


voit que le pendule remontera toujours à la même hauteur au 
bout d’un temps égal à 27, qui sera par consed uoin temps la 


durée d’une oscillation. 
19. 
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19. On peut avoir de la même manière langle @ correspondant; 
pour cela on fera 
COS B — COS æ 
2 -+ cos æ + cos £ 
COS — COs. 
2 — C0Sæ — COS 8 


= Sin 2p, 


=. sin2r.. 
et on aura 
RER Re TPS RME ERA RENE EE re 
1—cosŸ (2 cose -+ cosg) cos’ (1 -+ tang p° + 2tangx cos 27) ? 
ET SO aa a a ct 
ı— cos} — (a — cose — cos8) cos?(1 -+ tang »* — atang » cos 26)" 
Si dans les mêmes formules de Particle g8 (Sect. VII) on fait 
Re LS ON a te na OCES | 
(1 + tangu? + otang 4 Cos 25) = (4) + (B) cos 2s 
o + (C) cos4e + (D) cos 6r- etc., 


(4) =a + tangu’ + tangut + tangu’ + etc. 


1 


1 — tangy’? ` 
(B) = — 2tangg(1 + tangu? -+ tangut -+ etc:) 
2 tang x : < 
morei tanga? i 
(C) = 2 tang’ (1 + tangy’ + tangut + etc.) 
otange 
~ 1—tang ai? 
etc. 


„Ainsi on aura 


* 1 ; 

(1 + tangu’ + B S PEN — 2 tangu COS 27 
-+ 2 tangu’ COS 4x — 9 tang w? cos hs -+ etc.). 

Si on multiplie cette série par la suivante 


= A + Boosas + Ccos4r + etc: 
Méc. anal. Tom. II. 26 
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le produit sera de nouveau de la forme 


A + B'cos2o + C’cosks -+ etc., 


et Pon aura 
E a A— Btangu + Ctangs®— D tang ° + etc. 
Fa 1 — tang se 
On aura ainsi 
1 2 


s... . 


UF cosy)E (2 cose cosp) cosp cosy ` 
x (4'+ B'cos20+C'cos 4r etc.). 
On trouvera de même 


; : k 


(1 — cos Y)z = (2 — cosa — cos £) cos »* cos y e 
x (4"+4-B"cos 27 + C'cos4s+ etc.) , 
où l’on aura, en changeant w en —v, 9 
PT À + B tangr + Ctang »° + D tang»? + etc. 2 


1 +-tang* 
Faisant ces substitutions dans la valeur de de de Particle 4, 
et intégrant de manière que @ soit =o lorsque 5=0, on aura 
nl Tya sinæsing / 24's + B’ cosor + + C’ cos4e + etc. 
STA 77 cosa’ +cop8 . (2+ cos + cosg) cosg’ cos y 


+ 24"s + B" cos 27 +3 C” cos4e + =.) 
(2 — cos æ — cos £) cos»? cosy 4 


7 
En faisant c=}, on aura l'angle compris entre les plans qui 
passent par la verticale et par les, ao plus bas et le plus 
haut de la courbe décrite par le pe et cet angle étant 
nommé ®, on aura 


GES rA'TV/asin « sin 8 
Ts V cos a + cos 8 X (2-4 c08« + cos 8)cos u? c y 
xA'TV2sinaæsing H9 A 


a y cos a + cos 8 >< (2 — Cos æ — cos £) cos »* cosy 
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Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la 


371. 5 
courbe, répondent à SE, 5 7 etc; Si on dénote par ®/, 


| 3 
- Q", etc. les valeurs de ® pour s= Za etc., on aura ®' =30, 
ð" —5ý, etc. Ainsi l'angle compris entre deux sommets consé- 


cutifs, et répondant à une oscillation entière du pendule, sera 
égal à 2®. 


20. En supposant les angles æ èt 8 très-petits du premier ordre, 
la quantité cos E — cosa sera très-pelite du second, par consé- 
quent Pangle y sera aussi très-petit du second ordre; donc en ne 


négligeant que les quantités très-petites du ais HAE on 
aura Z=1, Cosy =15; donc 


r COS æ -+ COS £ E 
T= a no x V= —+ 4 cosa cos 8 + cosa’ + cos 8° ? 


et 27 sera, aux quantités du quatrième ordre près, le temps de 
l'oscillation entière. 


Si on néglige les quantités du second ordre, cette expression se 


réduit à æ V5; ; c’est l'expression connue pour Ca durée des os- 


cillations très-petites d’un pendule dont la longueur est 7, et où 
Yon peut faire g—1; mais l'analyse précédente fait voir que cette 
durée est la même, quelles que soient les oscillations, soit qu'elles 
se fassent dans un plan vertical , soit que le pendule ait en même 
temps un mouvement rotation autour de la verticale. 

à conservant les | Wi du second ordre, on peut simpli- 
fier la formule précédente, en mettant pour cosæ et cosf@ leurs 


2 


a 
valeurs approchées, au quatrième ordre près, 1— = LÉ £, et 


en négligeant toujours les termes du ġquåtrième ordre, on aura 
pour la durée des oscillations très-petites, au quatrième ordre près, 


mêmes; dans le cas contraire, la cour 
‘rale continue ; mais ces gaisam ne sont qu ’approchées, et pour 
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l'expression 
mV xG+S) 


€31. Lorsque l'angle 8, qui répond au point le plus bas; lest nul, : 
le pendule reprend toujours la situation verticale, et les-oscilla- 
tions se font dans le plan vertical; car en faisant =o , on voit, 
par la formule de Particle 5, que l'angle @ est nul; c’est le cas 
que Pon considère ordinairement, et qui a lieu toutes les dois 
qu'après avoir éloigné le pendule dela verticale par l'angle «, on le 
laisse retomber sans lui donner aucune impulsion ; mais pour peu 
que le pendule reçoive une impulsion dans une tion qui ne 
surpasse pas la verticale, il fera des oscillations en forme de mou- 
vement conique, et l'angle 8 ne sera pas nul. | 

Dans ce cas, si on suppose aussi que les angles æ et 8 soient 
trés-petits, et qu'on néglige dans une première approximation 
les quantités très-petites du second ordre, on aura T=#, y =, 


i itih a A2 
A =a, B=—o, C6, etc., u= o, Sinar = ——{- SES Š AS A 


FE?’ 
A = Co$»*; donc à 
= 1 ttangs ? 


? 


D — FE j 
et sœwsera Pangle à la verticale compris entre deux sommets 
consécutifs de la courbe. Donc si le rapport de aß à a+ f est 
rationnel, Panglé 29 aura un rapport de nombre à nombre à l'angle 
7 de deux droits, et la courbe décrite par le pendule , ne sera 
formée que d’un certain nombre de pe qui reyiendront les 
e sera une espèce defspi- 


avoir -des oise plus exacts, il faudra pousser Papproximation 
plus loin, au moyen des séries que nous ayons données. 
Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les 
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Mémoires de l'Académie des Sciencés, de l'année 1755, mais d’une 
manière moins complète, et les résultats approchés que nous ve- 


nons de trouver s'accordent avec les siens, cn faisant =o dans 
l'expression de T, et B—« dans celle de ®. 


22. Les formules précédentes ont lieu tant que l'angle « diffère 
de l'angle B, parce que, quelque petite que soit leur différence; 
il toujours un maximum et un minimum dans les excur- 
i verticales du pendule; mais si Ponia rigoureusementi«= 8, 
il wy a plus de maximum. ni de minimum , le pendule forme 
toujours le même angle «æ avec la verticale, et par conséquent il 
décrira, dans-son mouvement,-un-éône à base- circulaire. : 

Cette supposition est possible, parce qu’alors (articles, AS el Žo 
la quantité qui est sous le radical, dans la valeur de dt a deux 
facteurs, égaux cos — cosg; de sorte que par la théorie exposée 
dans Particle 81 de la Section précédente, on pourra toujours faire 
cos = cosa; c’est le cas des oscillations coniques qu'Huyghens 
a considérées le premier. 


Dans ce cas, l'équation sis 
í } ? < t$ ac Ri 


P CUES Tag 
dọ = sind? V rcosat dt (art. 4) 
donnera Z 
ET 28»: 
FPS T COS æ ? 


de sorte que le temps d'une révolution entière du pendule sera 
Sa pane par 27 2 


ur que ce cas ait lieu, il faut donc que le pendule reçoive une 
vitesse angulaire de rotation, autour.de la verticale, exprimée par 


= VE. aguello ne dépend qûe de la hanton du cône 
qu’il décrit, ; > 
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25. Si le pendule était mu dans un milieu résistant: comme le 
carré de la vitesse, et dont la densité fùt exprimée par T, il fau- 
drait, pour avoir les équations de son mouvement, à d'Z7 ajouter 
les termes (art. 2) 


Tds Sn 4 + A +); 


en retenant Pexpression de 7° de Particle 11, dans laquelle r est 


constant: $ 
Ainsi on aura à ajouter au premier membre de la première 


des équations différentielles de cet article, le é à , et au 


premier membre de la seconde, le terme LR RE 

Par l'addition de ces termes, les équations qui étaient inté- 
grables cesseront de être; mais lorsque la résistance est très- 
petite à l’egard de la force de la gravité, ce qui a lieu dans les 
mouvemens lents des corps dans Pair, on peut résoudre ces équa- 
tions par approximation, en substituant dans les termes dus à la 
résistance, les valeurs de 4 et ọ en £, qui ont lieu dans le vide, 
et en chegghant les petites quantités que ces termés tout connus 
ajouteront à ces mêmes valeurs. 

Les deux équations dont il s’agit seront 


“à. d di dsd: 
Aoa a A + sig pje dt 


di? de 9) 
d-in Ydo) Esaddide Lg > 
de SRE" FAR o: - 
La seconde étant divisée par sapea , et ensuite intégrée, donne 
jaoin singid = ana 
Ue Lori 


étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1. 


S D 
F 
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Ensuite, la première étant. multipliée par 2d4 et ajoutée à la 
seconde, multipliée par 249; donne l'intégrale 


d4’ + sin 4°dç° cos 4 : or ds 
MATIERE ARTE a SEE, 
à cause de 7* (dẹ4° + sin4J*d@*) = ds”. 

Ainsi on aura les mêmes équations différentielles en ż, @ et 4 
qu'on a trouvées dans-Yarticle 11, en y substituant C7: à la 
place de C, et E — = fe i ds à la place de E; de sorte que l'effet 
de la rne se réduira à faire varier ces constantes dans la 
solution générale donnée plus haut, art. 15, où nous n'avons 
point eu égard à la résistance, et où les relations entre les va- 
riables p, @ et £, doivent se déduire des équations 

sinŸ#’d@ pn. g 212 
api K +p 2? cs} =E, 


Si donc on regarde la quantité C et Æ comme variables, on aura 


& de= TOdo À 


et 
 sinŸ ÊRE cos ) 
ds EP T VENT EST UN jp) 


VG+* + 28 cos E cos ÿ}inÿ/—@ 


Lorsque le pendule ne- fait que des oscillations verticales, on a 
C =o, et par conséquent ds =d}; Péquation en Æ hat alors 


Kid 
intégrable, étant multipliée par ¿™ , l'intégrale est 


ary 
prm (E)— 5 ir cosydẹ4, 


La PN 
aa 
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(E) étant- une constante arbitraire: qui remplace la constante E, 


devenue variable. Or on trouvéra > par des intégrations par 
parties, 


ary | AUDE (siny— f cosy) 
fts CON NT ; 


donc on aura n: 
g= Biss" Le Pere (sin À — = cos 4); 


c’est la valeur qu’il faudra substituer à la place de Æ dans Péqùa- 
tion différentielle qui donne la valeur de £ en +; supposant 
le coefficient T. très-petit, on aura facilement SA produite 
dans la valeur du temps # par la résistance du milieu. 


24. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons 
de le faire, 7, Ø, À pour les trois coordonnées, on a léquation 
r—a@, a étant la longueur donnée du pendule; donc, par Par- 
ticle 14, en changeant £ en r, on aura tout de suite la valeur de 
À qui exprimera la force avec laquelle le fil qui retient le corps 
sur la surface sphérique est tendu. 

Cette R sera donc exprimée par 
ia 

Sd 
en substituant pour Tet Fr leurs FN complètes : 


T = OH de) Hd pr = = Ngrcos4, 


odt? 

et faisant ensuite 7r constant. On aura ainsi À 

T T r(dŸ? + sin dde) DA B 

> ThA, p= osh; 
' ẹt par conséquent 
r(d4 + sin J°dg*) y 

a = CPE LE geo = 27, 

où 


Ka 
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où l’on remarquera que 2T = u* (art. 12); de sorte que la tension 
du fil qui forme le pendule, sera exprimée par = +g cos4. 


Quand le pendule se meut dans le vide, on a, par le même 
article , c étant la vitesse lorsque 4 =o, ; 


w = 2(H— V) = œ — gr (1ı—cos4); 
et la tension, désignée par À aura pour valeur 


À = Š g(2—5 cos). 


25. Nous T supposé jusqu'ici la longueur du pendule inya- 
. . 4 . . ` . 
rigble; mais i cette longueur variait d’un moment à l'autre, sui- 
vant une loi connue, ensorte que 7 fût une fonction donnée de £, 
il faudrait alors supposer r variable dans les équations différen- 
tielles ; mais on aurait également Jr—0, comme dans le cas de 7 

constant; ainsi On poserait les équations 


r = “Gin de" + + dr » P= gros, 


l'édition relative à r n'aurait pas lieu, mais les deux autres de- 
viendraient P < 


d.rd4 . %® sina} cosYdç* F À 
FC CHÈRE dis + gr sing =0, 


r'sin#dg _ 
d . "ha = 0. 

Enfin si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, 
en nommant Fla force avec laquelle le fil tend à se raccourcir, . 
et qui ne peut être qu'une fonction de r, il n’y aurait qu’à ajouter 
Fôr à AY; et Pon aurait, pour l'équation relative àr, 

d'r r(sinÿ'dg" + d4») 
DT Fg cos = 0, 
les deux autres demeurant les mêmes; et dans ce cas on aurait 
toujours l'intégrale T- Z= H, où =f Fdr— gr cos. 

Mec. anal, Tom. IT. 27 
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STI 


Du mouvement d’un corps pesant sur une surface quelconque 
de révolution. 


26. L’axe de révolution étant pris dans l'axe des z, si on fait 
x= pcos®, y—psin®, z sera l’abscisse et p lordonnée de la 
courbe, qui, par sa révolution autour de l'axe des abscisses, 
forme le solide proposé. Ainsi on aura une équation entre z et p, 
par laquelle z sera une fonction donnée de p. 

Si maintenant on suppose laxe des z vertical, ĝi ordonnées 
z dirigées de haut en bas, on aura 


Pd + ded 
De ar à ages 


a 
| $ 
et prenant p etọ pour les deux variables indépendantes, on aura 
tout de suite (art. 11), les deux équations relatives à ces variables 


me EO =o, 4 
d. Pde _ 
TTE 


æ 
Si l'axe des z n’était pas vertical; mais incliné à la verticale de 
angle æ, la valeur de T’ demeurerait la même, mais celle de 77 
deviendrait —g(zcosæ — xsing); de sorte qu'il n’y aurait qu'à 
changer dans la première équation g en gcosæ, et ajouter, à,son 
premier membre le terme g sing cosg, et ajouter aussi au pre- 
' mier membre de la seconde le terme g sin æ sing. 

En général, quelque changement qu’on fasse à la positioii dë la 
surface ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la’ valeur 
de T d’où naissent les termes différentiels de Péquation ne change 
pas; il wy a que celle de 77 qui dépend de la position de là: sur- 
face ou de Ia ligne, 
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NEUVIÈME SECTION. 
Sur le mouvement de rotation. 


Lrnrrorrancr et la difficulté de cette question m’engagent à y 
destiner une Section à part, et à la traiter à fond. Je donnerai 
d’abord les formules les plus générales, et en même temps les 
plus simples pour représenter le mouvement de rotation d’un corps 
ou d’un système de corps autour d’un point. Je déduirai ensuite 
de ces formules, par les méthodes de la Section quatrième, les 
équations nécessaires pour déterminer le mouvement de rotation 
d'un système de corps animés par des forces quelconques. Enfin 
je donnerai différentes applications de ces équations. 

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres, la 
théorie que nous allons en donner}; wen sera pas moins utile. 
D'un côté elle fournira de nouveaux moyens de résoudre le pro- 
blème célébre de la rotation des corps de figure quelconque; de 
Pautre elle ‘servira à rapprocher et réunir sous un même point de 
vue, les solutions qu’on a déjà données de ce problème, et qui 
sont toutes fondées sur des principes différens, et présentées sous 
diverses formes. Ces sortes de rapprochemens sont toujours ins- 
tructifs, et ne peuvent qu'être très-utiles aux progrès de l’analyse ; 
on peut même dire qu'ils lui sont nécessaires dans l’état où elle est 
aujourd’hui; car à mesure que cette science s'étend et s’enrichit 
de nouvelles méthodes, elle devient aussi plus compliquée ; et 
on ne saurait la simplifier-qu’en généralisant et réduisant, tout-à- 
la-fois, les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces avantages. 
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CHAPITRE PREMIER, 


Sur la rotation d’un système quelconque de corps. 


§ IL 


Formules générales relatives au mouvement de rotation. 


Les formules différentielles trouvées dans la première Partie, 
pour exprimer les variations que peuvent recevoir les coordonnées 
d’un système quelconque de points, dont les distances sont sup- 
posées invariables, s’appliquent naturellement à la recherche dont 
il s’agit ici. Car cette supposition ne fait qu'anéantir les termes 
qui résulteraient des variations des distances entre les différens 
points; ensorte qué les termes restans expriment ce que dans le 
mouvement du système, il y a de général et de commun à tous 
les points, abstraction faite de leurs mouvemess relatifs ; or c’est 
précisément ce mouvement commun et absolu que nous nous pro- 


posons ici d’examiner. 


1. Reprenons les formules de l'article 55 de la cinquième Sec- 
tion, que nous avons trouvées par une analyse directe fondée 
uniquement sur la supposition que les points du système con- 
servent entr'eux les mêmes distances. En y changeant la caracté- 
ristique J'en d, on aura pour le mouyement absolu du système, 
ces trois équations 

dx = dà + zdM — y4aN, 
dy = du + xdN — zdL, 
dz = dy + ydL — xd, 


dans lesquelles x, y,z représentent, à l'ordinaire, les coordonnées 
de chaque point du système par rapport à trois axes fixes et per- 
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pendiculaires entr’eux, et où dà, du, dv, dE, dM, dN sont 
des quantités. indéterminées, les mêmes pour tous les points, et 
qui ne dépendent que du mouvement du système en général. 

Soient maintenant LE y, z', les coordonnées pour un point dé- 
terminé du système, on aura donc aussi 


à dx! = dà + z'dM — Y'4N, 
dy! = du + x'4N — z'dL, 
dz' = dy + y'dL — x'4 M ; 
L conséquent si on retranche ces formules des précédentes, 
et qu'on fasse, pour plus de simplicité, 


x =x HE, = En 20 +6; 
-on aura ces équations différentielles 
dE =tdM—nAN, du=EdN—tdl, dt—»dL—EdM, 


dans lesquelles les variables £, n, €, représenteront les coordon- 
nées des différens points du système, prises depuis un point dé- 
terminé du même système, point que nous nommerons doréna- 


vant le centre du système. + 
Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, 


il suit de la théorie connue de ces sortes d'équations , que si 
on désigne par £’, £", £/ trois valeurs particulières de £, et par 
nl, n", n, et ¢', €", €! les valeurs correspondantes de n et £, on 


aura les intégrales complètes 


4 pa ag + bg" a c", 
= an! + bn! + cn", 
pi = dé! + EE, 
a, b, c étant trois constantes arbitraires. 


Il est clair que ¢', », €’ ne sont autre chose que les coordon- 


nées d’un point quelconque donné du système, et que de même 
o 
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£", n°, € et Er, n°”, €” sont les coordonnées des deux autres 
Torit du système aussi donnés à volonté, ces coordonnées apert 
leur origine commune dans le centre du système: 


Ainsi, en connaissant les ordonnées pour trois points donnés 
on aura, par les formules précédentes, les‘valeurs des coordon- 
nées pour tout autre point dépendant des constantes a, b, c; mais” 
il faut chercher les valeurs de ces constantes.: 


2. Si on suppose, cé qui est permis, que dans l’état nue i 
trois points donnés se trouvent placés dans les trois axes des 
coordonnées, et à la distance —1 de l’origine, il est clair qu'on 
aura alors =i d —0, L'—0; #0, n— 1, l'— 0; g" 
1 —0, ('=1; Cé qu idonnera £—0, —0,(—C. 

Ainsi les quantités a, b, c ne seront autre chose que les coor- 
données d’un point quelconque du système rapportées aux mêmes 
axes. Mais par le mouvement du système, les axes de ces coor- 
.données changent de’place dans l'espace, en demeurant fixes dans 
le système, puisque ces coordonnées sont constantes: pour 
même point, et ne varient que d’un point à l’autre. La position 
de leurs axes dans un instant quelconque; par rapport aux axes 
immobiles des £, n, €, ne dépendra que des coefliciens £’, £", 
E" nl, #!, etc. En cffet, si on fait b—o, c—0; ce qui donne 
E=aË!, n—=ar, (=at, et par conséquent a= y (Ene); il 
est facile de voir que les coefficiens £’, w', ¢ sont les cosinus des 
angles que laxe des æ fait avec les axes! des é; m, €: On voit de 
même, en supposant æ. et c nuls à-la-fois, ensuite a et b nuls en- 
semble , que les coefliciens £”, n”, €” sont les cosinus des angles 
de laxe des b; et les coefficiens é”; x”, &”” sont les cosinus des 
angles de l'axe des c avec les mêmes axes des £, », €. 


5. Comme ces coefficiens représentent én général les coordon- 


uées de trois points donnés du système qu’on a supposés distans 
a 


% 
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de l'origine, d’une quantité 1, et placés au commencement sur 
les-axes des coordonnées rectangles &, b, c, on aura premièrement 
ces: trois équations : 


gn e le 1 3 g" aa am 1 k gr'a- LE CU T. 


Ensuite à cause que les: distances mutuelles de ces points sont 


les hypoténuses -de triangles rectangles dont les côtés sont =1, 
on aura 3 


(E= EN + On) + CG E = a, 
[gins an (nn!) we (20 = 2, 
g" pre ai (nn!) at. (eus = 2; 
d'où Pon: tire ces trois équations.: 
EE nPE =o, EE" Hn' | Le 44 0, g'e aneo, 


Ainsi Pon a entre les neuf coefficiens ¢', £", £”, n', n", etc., six 


équations de condition par lesquelles ils se réduisent à trois indé- 
terminées. 


Pili 


®, Au moyen de ces équations, les expressions générales des 
coordonnées £, n, € de l'article 1 satisfont à la condition primi- 
tive que la distance entre deux points quelconques du système 
demeure invariable. En effet, si £, n, € sont les coordonnées d’un 
de ces points, et £1, n1, 1 les coordonnées d’un autre point, le 
carré de leur distance sera exprimé par (£—%1 )H(⁄—n1) Het 
etsi on désigne par a1, br; c1 les coordonnées relatives aux axes 
des a, byc pour le second point, on aura les valeurs dé £1, 
“1,61, en changeant a, b;c en a1, b1, cı dans celles de £, #, €. 

Faisant ces substitutions dans l'expression précédente, et ayant 
égard aux six équations de condition, elle se réduira à (a —a1)* 

+(—h) +(c—c), et sera par conséquent constante pendant 
le mouvement. Doù Pon peut conclure que ces six équations de 
condition sont les seules’ nécessaires pour faire ensorte que la po= 


E 


216 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
sition respective des différens points du système ne dépende que 
des constantes a, b, c, et nullement des variables £, »', ¢', etc. 
Au reste, il est clair que les coordonnées £, n, € ne sont que 
les transformées des coordonnées æ, b, c, et que les six équations 
de.condition sont le résultat de la condition générale £* + n° +£° 
—=a@+#h+0c; Cest ce qu'on voit par la comparaison de ces for- 
mules avec celles de Particle 15 de la Section TTI de la première 
Partie, dans lesquelles les coordonnées x, y, Z, x, y', 2! ré- 
pondent à £, n, {, a, b, c, et les coefficiens a, 8, y, «/, BY 
a", B", y" répondent à £,£", £", 1, #9 ny C3 C "i 
5. Si on ajoute ensemble les expressions de £, n, € de Par- 
ticle 1, après les avoir multipliées respectivement par £&’, #, €’, 
ensuite par £”, n", €, et enfin par £/, n”, €/, on aura tout de 
suite, par les équations de condition de Particle 3, ces formules 
inverses ; 
a = EE + mn + EE, 
b = ge" —- nn! =- ¢ 1 


C = gg" + mn! + EC € 


Li , La . y 
et ces valeurs de a, b, c étant substituées dans léquation 


EH nH = a+ b+ 0, qui doit avoir lieu quelles que soient 
les valeurs de.£, #, €, donneront par là comparaison des termes, 
ces nouvelles équations de condition 


gr "E g'a “y Era — 2,0 m24 ne y'a ds gr -pgg , 
Eln HE" n" -E"n "=o, EL HEC HEC" =0, ne'n" En lo, 
lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l’article 5, 
puisque les unes et les autres résultent également de la condi- 

tion générale £* y + € — a" + bc, 


“ 6, Mais si on cherche directement les valeurs de &, b,:c par 
la résolution des équations de l'article 1, on aura, d'après, les 
formules 


4 
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formules connues, j 


E LEE, 


ETN CO rt LP Von EC ED + eE nE) 
2 Er 


à tel (yti jee À »"€) + (CE! ns gE) SS Cly" LL Wa] 
= ; 
en supposant 
k= E'n En ngg" C'En— en LEE GET 4 én KALA 
T Ces expo ressions doivent donc être identiques avec celles de 
l'article précédent; ainsi en comparant les coefliciens des quantités 
£, n, č, on aura les équations suivantes: 
q 
nl — NUE kE", CE — és kn! E"n" — — En (ENER =, 
gln"! — au = KE”, Bet 2 kon", ng" — " Up k£", 
té en À ne! == (AZUA g'g" — — CE = kr”, Ch g'n #! = KE, 
Or si on ajoute ensemble les carrés des trois premières, On a 
6 LA Go 0 as 1a ("g CNE) (En En) = RENE); 
le premier membre peut se mettre sous celte forme 
("+ 4-4- ga (EM + nl cr) FL ( EME y'ni- eea 


donc par les équations de condition de l'article 3, cette équa- 
tion se réduit à 1 =%°, doù #——+1. 

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il wy a 
qu’à considérer la valeur de Æ dans un cas particulier; or le cas le 
plus simple est celui où les trois axes des coordonnées a, b,c coin- 
cideraient avec les trois axes des coordonnées £, », €, auquel cas 
on aurait č =&, n= b, {—c, et par conséquent par les formules 
de Particle 1, £=1, n"=1, ¢"=1, et toutes les autres quan- 
tités £”, £", etc. nulles. En faisant ces substitutions dans l’expres- 
sion générale de #, elle devient —1. Donc on aura toujours 4=1. 

Méc. anal. Tom. II. 28 
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7. Comme entre les neuf indéterminées £!, £", %05 nl, n'n 
&!, €, £" il y a essentiellement. six équations de condition, on 
peut réduire toutes ces indéterminées à trois; et il suffirait d'y 
réduire les six £!, £", n', 4", L', &", par le moyen des trois équa- 
tions de condition | 

EL n° + = 1 x ER n tA ; EE nn! + ELES 
puisque les trois autres é”, n”, €” sont déjà connues en Pre 
de celles-là par les formules précédentes. ` 

Mais cette réduction se simplifie beaucoup en employant les si- 
nus et cosinus d’angles; on peut même y parvet cteiment 
par les transformations connues.des coordonnées. 

En effet, puisque £, n, ¢ sont les coordonnées rectangles d’un 
point quelconque du corps, par rapport à trois axes menés par 
son centre parallèlement aux axes fixes des coordonnées x, y, Z, 
et que a, b, c sont les coordonnées rectangles du même point 
par rapport à iroisläutres axes passant par le même centre, mais 
fixes au-dedans.du corps, et par conséquent de positions variables 
à l'égard des axes des £, n, €; il s'ensuit que pour avoir les ex- 
pressions de #, n, { en a, b, c, il n’y aura qu'à transformer de la 
manière la plus générale, ces coordonnées, dans les autres, 

Pour cela nous nommerons w l'angle que le plan des coordon- 
nées a, b fait avec celui des coordonnées £, n; et 4 l'angle qué 
l'intersection de ces deux plans fait avec l'axe des £; enfin nous 
désignerons par.9 l'angle que Paxe des a fait ayec la même ligne 
d'intersection; ces trois quantités w, 4, ® serviront, comme l’on 
voit, à déterminer la position des axes des coordonnées a, b, c, 
relativement aux axes des coordonnées £, , €; et par conséquent 
on pourra, par leur moyen, exprimer ces dernières en fonction des 
autres. 

Si, pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit 
la terre, que le plan des 4,b soit celui de l'équateur, et que 


a a 
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l'axe des æ passe par un méridien donné; que de plus le plan 
des £, n soit celui dé'Pécliptiquc, et que l'axe des # soit dirigé 
vērs le premier point d’Aries, il est clair que l'angle w deviendra 
lobliquité de l'écliptique; que l'angle 4 séra la longitude de l'équi- 
noxe automne, ou du nœud ascendant de l'équateur sur Péclip- 
tique, et que 9 sera Ja distance du méridien donné à cet équinoxe. 

En général sera l'angle que le corps décrit en tournant au- 
tour de l'axe des coordonnées c, axe qu’on pourra, à cause de 

Eu , appeler simplement laxe du corps; go°—w sera langle d'in- 
clinaison de cet axe sur le plan fixe des coordonnées £, n; cet 
d— 90° sera l'angle que la projection de ce même axe fait avec 
l'axe des coordonnées £. 

Cela posé, supposons d’abord que l'on change les deux coor- 
données a, b en deux autres a', b', placées dans le même plan, 
de telle manière que l'axe des a' soit dans l'intersection des deux 
plans, et que celui des b’ soit perpendiculaire.à cette intersection; 
on aura i 

a' =a cosọ —bsiny, b'—= bcos + asing. 
Supposons ensuite que les deux coôrdonnées b’, c soient chan- 

gées en deux autres b", c', dont l’üne b" soit toujours perpendicu- 
laire à l'intersection des plans, mais soit placée dans le plan des 
£, n; et dont l'autre c’ soit perpendiculaire à ce dernier plan; on 
trouvera pareillement 


+ 
b'=b'cosw — c sine, c'= c cos w +-b'sin ©. 


Enfin supposons encore que lon change les coordonnées a’, b", 
qui sont déjà dans le plan des £, n, en deux autres 4”, b!", placées 
dans ce même plan, mais telles que l'axe des a" coincide avec 
l'axe des £; on trouvera de la même manière 


a"=a@' cos4— b'sing,  b"=b"cos\ +a'sin4: 


Et il est visible que les trois coordonnées à”, b”, c' seront la 


» 
. 
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même chose que les coordonnées £, n, €, puisqu'elles sont rap- 
portées aux mêmes axes; de sorte qu’en substituant successive- 
ment les valeurs de a!, b", b', on aura les expressions de £, ^; 
€ en a, b, c, lesquelles se trouveront de la même forme que celles 
de Particle 1, en supposant 

é! == cos® cos À —sinpsin{ cosw, 

g" = — sin cos} — cos? sin Cosw, 
S £"= sin sino, dE. 
k n! = cos ọ sin + sing cosŸ cosw, eg 
S n" = — sing sin + cos? cos d coso, 

"= — cos À sine, 

£' = sin sinw, 

{= cos? sinw, 

{= cos w. 

Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de 
Particle 3, ainsi qu'à celles de Particle 5, et résolvent ces équa- 
tions dans toute leùr étendue, puisqu'elles renferment trois ya- 
riables indéterminées ®, À, w. 

En substituant ces valeurs, les expressions des coordonnées 
Z, n, € deviennent plus simples; mais il est utile d’y conserver 
les cocfficiens £’, »!, ¢', ctc., pour maintenir la symétrie dans 
les formules et en faciliter les réductions. 


8. Comme les quantités £', nl, ¢' sont des valeurs particulières 
de ë, », €, elles doivent satisfaire aussi aux équations différentielles 
de Particle 1 entre ces dernières variables; ainsi on aura 
dé ={dM—»naN, dn =EdN—CdL, d'="dL—E£ dM, 
et Pon aura de même 
dé" = ld M —w"d N, di'=£'AN— CdL, d'= n'db—¢"d M, 
dg" = ld M— n"dN, dn" = "dN — dhL, dé"= n"dL—¢"d M. 
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De là on peut tirer facilement les valeurs: des quantités 4Z, 

dM, dN, en fonctions de £’, »!, &’, £", etc. En effet, si on ajoute 

ensemble les valeurs de d£’, dé", dg", après les ayoir multipliées 
par »/, W", n, on aura, en vertu des équations de condition, 


dL = ndë + n'de! + nd". 


On trouvera de même, en multipliant dý’, dg", dg” par €, &, 


&!", et dn', dn', da par Eh gr gm 
y% ` dM = l'd£! is GA -+ erag", 


dN = E'dn,+ E"dn" + Elan. 


Ayant ainsi les valeurs de dL, dM, dN en fonctions de £/, é”, 
{'", etc., si on y substitue les valeurs de ces dernières quantités 
en fonctions des angles ®, 4, w, (art. 7), on aura, après les ré- 
ductions, ces expressions assez simples, 


dL = sin sinædp + cos Ldw, | 
dM= — cosy sinodo + sind», 
dN = cosødọ + dy, 


9. L’axe autour duquel le système peut tourner en décrivant 
Vangle , et dont la position dépend des deux angles 4 et w, est 
supposé fixe dans le système, et mobile dans l’espace; mais nous 
avons vu dans la Section IE de la première Partie (art. 11, 12), 
qu'il y a toujours un axe autour duquel le système tourne réel- 
lement dans chaque instant, et que nous avons nommé axe ins- 
tantané de rotation. On peut déterminer aussi la posilion instan- 
tanée de cet axe, ainsi que l'angle élémentaire de la rotation, par 
des angles analogues aux angles 4, w, @, et que nous désisnerons 
par 4, w, ®; car les expressions de dL, dM, dN étant générales 
pour telle position qu’on veut de l'axe de rotation ®, elles auront lieu 
aussi pour l'axe instantané de rotation en y changeant 4, w, o en 
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J, w, Ø; mais comme la propriété de ce dernier axe est d'être 
immobile pendant un instant, il faudra que les différentielles d, 
d», dues au changement de position de cet axe, soient nulles, 
De sorte qu'on aura pour l'axe dont il s’agit  . p 
sin J sin wd? = dL, r 
cos 4 sin «dọ = — dM, 

cos «de = dN ; S ES 


de = ydi + dM + AN’); 


c’est l'angle de la rotation instantanée que nous avons dénoté 


d'où l’on tire 


. par dð dans l'endroit cité de la’ première Partie. 


On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles w 


et |; mais pour le rapporter aux axes fixes des £, n, €, il suffit 
de considérer qu'ayant pris axe des c pour l'axe de rotation, on 
a pour tous les points de cet axe 4a— 0, b—0; donc si on dé- 
signe par Ë, n, € les coordonnées qui répondent au point où 
c= 1,:et qui sont en même temps les cosinus des angles que 
l'axe de rotation fait avec les trois axes des £; n, 6, on a par 
les formules des articles 1 et 7, 


> dL z aM 
E= = 


dọ” Er: de 


En effet, ces valeurs de £, n, & rendent nulles celles de leurs 
différentielles, comme on le voit par les formules de Particle 1, 
ce qui est la propriété de tous les points de l'axe, instantané de 
rotalion, et par laquelle nous avons délerminé cet axe dans la 
troisième Section de Ta première Partie, 

On voit par là que les quantités dL, dM, dN répondent exac- 
tement aux angles de rotation que nous ayons dénotés par d4, 
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dw, dọ, dans la Section que nous venons de citer, et que nous 
avons conservés dans la troisième Section ci-dessus. 


10. si. maintenant on babatiiso ces de FT de Ẹ Ee 
dans, les expressions générales de æ, b, c de Particle 5, à la 
place de £, n, €, on aura les valeurs des coordonnées a, b, c qui 
répondent à l'axe instantané de rotation, et que nous désignerons 


par a, b, c. Ainsi en faisant, pour abréger, 
om PNR PAL dM A- LAN, 
dQ = "dL +'d M- C'AN, 
CdR = £"dL+ "4M+ ¢"dN, 
ce qui TERG par les, équations de condition de Particle 5, 
dP* +- dQ + dR'= dE + dM"+ dN’ = de": 


on aura 
sa dP père dQ 


expressions entièrement semblables àcelles des E, n, C, dans 
lesquelles on voit que les quantités dP , dQ, dR répondent aux 
quantités dL, dM, dN. Et ces. valeurs de a, b, c seront pareil- 
lement les cosinus des angles que laxe de rotation fait avec les 
axes des coordonnées a, D, C. 


… 11. Pour avoir les valeurs de dP, dQ, dR exprimées par les 

variables ¢’, x’, ¢', £", etc., il ne s'agira que de substituer à la 
place de dL, dM, dN les valeurs données dans Particle 8. Mais 
pour obtenir les fórmules les plus simples, il conviendra de mettre 


ces dernières valeurs sous la forme suivante, qui est équivalente 


à celle de l’article cité en: vertu des équations de condition don- 
nées article 5, 


> 


& 
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åL ds n'de! ia n'de" at Mi aus gida — L'dn'— gi anti,” 
adM= gdzie" dE" re LE" —E dé — gi del g" dg", 
əd N = £'dn'+£" dn" Edn” "dE — n"dg"— Wde” 
On aura ainsi, en substituant et ordonnant, les termes 
b adPi = (En ne" )di + (En n'£/)d£", 
-+ (g'g! — g'g") dn" (g'g! — ge" )dn” | 
+ (n'e! —C'n)dE" + (a'g — cadet aï$ 
ce qui se réduit, par les formules. de l'article 6, à 
2dP = i" dl ge'd" + „da= ndn" g"dg"— "dg", 
et enfin par les trois équations de condition dé l'article 5, diffé- 
rentiées, à cette expression simple , 
dP = g" dg" + ndn" + tude: 
et Pon trouvera de la même:manière, 
dQ ÈS £'d£" + dr! + t'd£”, 
dR = £"d£' + a'dan! + e'di 
Et si on substitue pour ¢', ¢", £”, etc. leurs valeurs en Ÿ, ©; 
@ de l'article 7, on a, après quelques réductions, 
-dP = sing sinod{ + cosgdo, 
dQ = cospsinwd) — sin pdw, 
dR = dọ + cos ody. 
19. Il est facile de se- convaincre que ces valeurs de à, b; c 
rendent également nulles les différentielles des coordonnées £, 


ny @; car en différentiant et faisant dé=0, dn=0, d=0 


dans les formules de l'article 1; changeant ensuite a, b, c- en. 
Ga 
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a, b, c, pour les rapporter à l'axe instantané de rotation, on 
a les trois équations 
ad£! «+ bdg" ‘cdg = 0, 
adn! + bdn + cdh" = 0, 
adť' + bd" + cd" = o. 

En les ajoutant ensemble après les avoir multipliées successi- 
vement par £’, #!, ¢'y par £", n", &", et par £/, n", &", et ayant 
égard aux équations de condition de Particle 2, on a 

D(E' dE" + nan + cd") + c(E' dE" nd" HE dE") = o, 

a (EE + nd + c'e") + c(E"dE" nan" EC de") = o, 

a(g" dE tn" di" de) + DE" dE" A-n" dng" d") = 0: 

En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition 


de l'article 5, et supposant les valeurs de dP, dQ, dR données 
ci-dessus, ces trois équations deviennent 


cdQ —bdR =0, adR—cdP=0, bdP—adQ=0, 


auxquelles satisfont évidemment les valeurs de &, b, c données 
ci-dessus. 


15. De même que les quantités dL, dM, dN servent à expri- 
mer d’une manière uniforme les différentielles des quantités ¢/, 
£", E", etc., comme on la vu dans l’article 8, on peut aussi ex- 
primer ces différentielles par les quantités dP, dQ, dR. 

En effet, si on prend les trois équations 


£'d£! le »'dn! E t'd£' = 0, 
£"d£! ae ndn! + "dg! = dR, 
EMdE' + nd! + "di! = KS dQ, 


et qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successi- 
Méc. anal, Tom. Il. 29 
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vement par ¢i £", £/ par #!, n", n", et par ¢', č", ¢", on aura 
tout de suite, par les équations de condition de Particle 5, 
dé = EUR — Ẹ'dQ,. 
da! = "dR — #"dQ, 
dé! = "dR — "dQ. 
De même les trois équations 
E'de": + n'dn + gde" = — dR, 
E"dE" + n“da" + Cds 0, 
E"dE" + ndn" + ea dP, 
étant multiplićes successivement par £’, £", £”, par »', n", n", et 
par ¢’, €”, €", ét ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les 
mêmes équations de condition, 
d£" ay "dP Z £'4R, 
dy" "dP — wdR, 
dé" = PE STAR 
Enfin les équations 
4 gn —- ndn!" + C'd£" = dQ, 
g"dg" + »’'dn!!! + lde!" = — dP, 
g"'dg" + ndn" CAE 0, 


Il Il 


donneront de la même manière , 
f dg” — £'dQ LES £'dP, | 
di" = »4Q — w'4P, 
dé" = £'dQ — HAP 
14. Par le moyen de ces formules, on peut représenter d’une 
manière fort simple les variations des coordonnées £, n, £, lors- 
qu'on veut considérer à-la-fois le changement de situation du sys- 
tème autour de son centre, et le changement des distances mu- 
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tuelles des points du système. Pour cela, il est clair: qu'il faut 
différentier les expressions de #, n, £, en regardant en même 
temps comme variables toutes les ES E n Eg. n° etc) 
ainsi que æ, b, c, ce qui-donne 


dg = adẸ' + bdg" + cdg" + g'da + pidh $ Ed, 

da. = adn'. +- bdn" + cda" +- n'da + n'db + ndc, 

dé — adg' et bdg" + cdi" + 'da + £'db +. {de ; 
substituant les expressions de dý’, dx, d£’, dg", etc. qu'on vient 
de trouver, et faisant pour abréger, 


da' = da + cdQ — bdR, 
db! = db + adR — cdP, 
dd = de + bdP — adQ, 
on aura ces formules différentielles très-simples, 
d£ = £'da’ ns "db! mie gmd, 
dn =" da’ + db! + "de, 
dé = C'da! + {db + {l'dc”. 

Et si on différentie ces expressions, qu'on y substitue de nou- 
veau pour d£', dn', di’, dé", etc. les: valeurs trouvées çi-dessus, 
et qu'on fasse encore, pour abréger, 

da! = d'a + dedQ — db'dR, 

db" = db + da’ dR — dc'dP, 

dc" = d'o + db'dP — da'dQ, 
on aura les différentielles secondes 

dE = g'd'a! + g'deb" + E'de”, 

dn = nda! + nb" + w'dc!, 

dg = el da + db" he {4 ele 


8 - >D 
On voit que ces différentielles premières et secondes sont sem- 
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blables aux expressions finies de £ , n, ¢ (art. 1), et que les quan- 
tités £’, », Ç’, é", etc. y entrent de la même manière; il en serait 
de même des différentielles de tous les autres ordres, ce qui rend 
emploi des quantités dP, dQ, dR très-ayantageux dans les cal- 
culs relatifs à la rotation. 


15. Mais il y a une remarque importante à faire sur l'emploi 
de ces quantités ; c’est que quoiqu’elles se présentent sous la forme 
différentielle , on se tromperait en les traitant comme telles dans 
les différentiations relatives à la caractéristique d. Ainsi il n’est 
pas permis de changer simplement ddP en dd'P, etc. dans la 
valeur de AT. 

Nous observerons d’abord que rien n’empêche de changer dans 
les formules différentielles de l’article 15, la caractéristique d en d, 
ce qui introduira dans les valeurs des variations d£’, dr, d’, 
d'£", etc. les trois indéterminées ^P, d'Q, d'A, qui serviront à 
réduire toutes ces variations à trois arbitraires. 

Ainsi ayant trouvé (art. 13) 


dP = £'"d£" -+ ndn" + Cd", 
on aura de même, en changeant d'en d', 
d'P = g" ag" -- n"! An" + CHA 


et ainsi des quantités dQ, dR, qui deviendront dQ et dR. 
Maintenant on aura, en différentiant dP suivant £, 


ddP = Ed dE" + n” Adn" + g" Ade" 
+ dg" dg" -+ dndn" =i daude" 


et en différentiant ^P par d, 


dd\'P = £"AdE" + ndS" + AU YA 
+ dE"SE" + d'Art + dg" sg. 
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Mais cdg", ddn", Ade" sont la même chose que dd£", ddn", dd", 
parce que les quantités ¢", »”, &” sont des variables finies; donc 
on aura | 
dP ee ds P =: dg"dë" + dndn" + aege" 
n dg" dg" E dr! d'y! a dg" dt". 
Substituons pour dé", dn", dé" et dg", dn", d£ leurs valeurs en 
dP, dQ, dR (art. 21), et pour d£", dn", dt”, dé", An”, AG” les 
valeurs analogues qui viennent du changement de la caractéris- 
tique d en d, on aura, par les équations de condition de lar- 
ticle 2, 
cE" dg" + dAn" dn" + "dé" = — d'Q4R, 
dg" sg" 4 dndn! + dg" dy" = — dQsR; 
donc 
d'dP — dô®P + dQAR — dRIQ. 
Et par un calcul semblable, on trouvera 


JdQ = ddQ + dRIP — dPIR, 
SAR = ddR + dPIQ — dQSP. 


Toi se termiñe ce que l'on a pu trouver d'entièrement achevé sur le mouvement 
de rotation, dans les manuscrits de M. Lagrange. Nous nous proposons 
de continuer ce chapitre avec les paragraphes de l'ancienne édition, en profi- 
tant de plusieurs changemens indiqués dans l'exemplaire de M. Lagrange. Nous 
renfermerons dans une note placée à la fin du volume, quelques fragmens relatifs 
à ce sujet, qui devaient servir de matériaux à un paragraphe sur les équations 
générales du mouvement de rotation d'un système quelconque de corps ; ils sont 
dans un état trop incomplet pour entrer dans le texte, et cependant les géomètres 
regrelteraient de ne les pas connaître. 
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S II. 


Équations pour le mouvement de rotation d’un corps solide, animé 
par des forces quelconques. 


16. Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que 
quelque mouvement que puisse avoir un corps solide, ce mouve- 
ment ne peut dépendre que de six variables, dont trois se rapportent 
au mouvement d’un point unique du corps, que nous avons appelé 
le cntre du système, et dont les trois autres servent à déterminer 
le mouvement de rotation du corps autour de ce centre. D'où il 
suit que les équations qu'il s’agit de trouver ne peuvent être qu’au 
nombre de six au plus; et ilest clair que ces équations peuvent 
par conséquent se déduire de celles que nous avons déjà données 
dans la Section troisième, §§ I et II, lesquelles sont générales 
pour tout système de corps. Mais pour cela il faut distinguer deux 


cas, Pun quand le corps est tout-à-fait libre , l’autre quand il est 
assujéti à se mouvoir autour d’un point fixe. 


17. Considérons d’abord un corps solide absolument libre ; pre- 
nons le centre du corps dans son centre même de gravité, et nom- 
mant x’, y’, z’ les trois coordonnées rectangles de ce centre; #7 la 
masse entière du corps, Dm chacun de ses élémens, et X, Y, 
Z les forces accélératrices qui agissent sur chaque point de cet élé- 
ment, suivant les directions des mêmes coordonnées; nous aurons 
en premier lieu ces trois équations (Sect. IIJ, art. 5). 


= m + SXDm = 0, 
a m + SYDm = o, 
d'z' 


P m + SZDm = o, 
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dans lesquelles la caractéristique § dénote des intégrales totales 
relatives à toute la masse du corps; et ces équations serviront, 
comme l’on voit, à déterminer le mouvement du centre de gravité. 

En second lieu, si on désigne par £, n, € les coordonnées 
rectangles de chaque élément Dm, prises depuis le centre de gra- 
vité, et parallèles aux mêmes axes des coordonnées x’, y’, z! de 
ce centre, on aura ces trois autres équations (Sect. citée, art. 12). 


SE n + EY— aX) Dm=o, 
Na Tl H+EZ—IX)Dm=0, 
EFAN "Z — {Y) Dm =o. 


Or nous ayons prouvé dans le paragraphe précédent, que les 
valeurs des quantités #, n, € sont toujours de cette forme, 


E = aË + bE + ein, 
= an + bn! + on”, 
= af + bé" + cd"; 


et nous y avons vu que pour les corps solides, les quantités 
a, b, c sont nécessairement constantes par rapport au temps, 
et variables uniquement par rapport aux différens élémens dm, 
puisque ces quantités représentent les coordonnées rectangles 
de chacun de ces élémens , rapportées à trois axes qui se croisent 
dans le centre du corps, et qui sont fixes dans son intérieur; 
qu'au contraire, les quantités Z’, ¢", etc. sont variables par rap- 
port au temps, et constantes pour tous les élémens du corps, 
ces quantités étant toutes des fonctions de trois angles @, 4, w 
qui déterminent les différens mouvemens de rotation que le corps 
avait autour de son centre. Si donc on fait, dans les équations 
précédentes, ces différentes substitutions, en ayant soiu de faire 
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sortir hors des signes S les variables ọ, 4, w et leurs différences, 
on aura trois équations différentielles du second ordre entre ces 
mêmes variables et le temps £, lesquelles serviront à les déter- 
miner toutes trois en fonctions de t. 

Ces équations seront semblables à celles que M. d'Alembert a 
trouvées le premier, pour le mouvement de rotation d’un corps 
de figure quelconque, et dont il a fait un usage si utile dans ses 
recherches sur la précession des équinoxes. 

Par cette raison, et parce que d’ailleurs la forme de ces équa- 

| tions n’a pas toute la simplicité dont elles sont susceptibles , nous 
ne nous arrêterons pas ici à les détailler; mais nous allons plutôt 
résoudre directement le problème, par la méthode générale de la 
Section quatrième, laquelle donnera immédiatement les équations 
les plus simples et les plus commodes pour le calcul. 


18. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus géné- 
rale et la plus simple, on supposera, ce qui est le cas de la na- 
ture, que chaque particule Dm du corps soit attirée par des forces 
P, Q, R, etc., proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances p, g, r, etc., de la même particule aux centres de 
ces forces, et on formera de là la quantité algébrique , 


m= f(Pdp + Qdq + Rdr + etc.). 


On considérera ensuite les deux quantités 


T= S (ZEEN Dm, Y = SNDm, 
en rapportant la caractéristique intégrale $ uniquement aux élé- 
mens Dın du corps, et aux quantités relatives à la position de 

ces élémens dans le corps. 
On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quel- 
conques, 
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conques, £, À, ®, etc., relatives aux divers mouvemens du corps, 
et on en formera la formule générale suivante (Sect. quatrième, 


art. 10), pu 
o= (dE E +R) 


torse 
+R +) 
-+ etc. 


Si les variables £, 4, ®, etc. sont, par la nature du pro- 
blème, indépendantes entr’elles (et on peut toujours les prendre 
telles qu’elles le soient), on égalera séparément à zéro les quan- 
tités multipliées par chacune des variations indéterminées dE, 
d4, dy, etc., et Pon aura ainsi autant d'équations entre les va- 
riables £, À, @, etc., qu'il y aura de ces variables. 

Si les variables dont il s’agit ne sont pas tout-à-fait indépen- 
dantes , mais qu'il y ait entr’elles unesou plusieurs équations de 
condition, on aura, par la différentiation de ces équations, autant 
d'équations de condition entre les variations d£, d4, dO, etc., 
par le moyen desquelles on pourra réduire ces variations à un plus 
petit nombre. 

Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on y éga- 
lera pareillement à zéro chacun des coefficiens des variations res- 
tantes; et les équations qui en proviendront, jointes à celles de 
condition données, sufliront pour résoudre le problème. 
= Dans celui dont il s’agit ici, il n’y aura quà faire usage des 
transformations enseignées dans le paragraphe précédent. Ainsi 
on substituera d'abord x -+ £, y'+ ^, z'+¢, au lieu de x, y, z; 
ensuite a% -+ bE" -4 cg”, an + bn! + cn”, af + bi" -+ cé", au 
lieu de #, ”, € (art. 1); enfin mettant pour é’, n', etc: leurs va- 
leurs en @, 4, œ de Farticle 7, on aura les quantités” 7, D ex» 

Méc. anal, Tom, IL. 30 
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primées en fonctions des six variables indépendantes x’, y', z’, 
Ọ, Ÿ, w, à la place desquelles on pourra encore, si on Je juge 
à propos, en introduire d’autres équivalentes ; et chacune d’elles 
fournira , pour la détermination du mouvement du corps , une équa- 
tion de cette forme, 
l FEA ENAA | 


‘da Fa da T°? 


æ étant une de ces variables. 


19. Commençons donc par mettre dans l'expression de T, à la 
place de %, y, z, ces nouvelles variables xE, y'n, Z'H, 
et faisant sortir hors du signe S les x’, y', z', qui sont les mêmes 
pour tous points du corps, puisque ce sont les coordonnées du 
centre du corps, la fonction. T' deviendra 


dx? + dy°+ dx? dés + di + dé’ 
en SDm + SE )Dm 


| rs dr'SdëDm + dy Sd» Dm + dz'SdéDm 
Ke de r 


Cette expression est composée, comme Pon voit, de trois par- 
ties, dont la première ne contient que les: seules variables x! 
y, z', et exprime la valeur de T' dans le cas où le corps serait 
regardé comme un point. Si done ces variables sont indépen- 
dantes des autres variables £, n, ¢, ce qui a lieu lorsque le corps 
est libre de tourner en tout sens autour de son centre, la formule 
dont il s’agit devra être traitée séparément, et fournira pour le 
mouvement de ce centre les mêmes équations que si le corps y 
était concentré; ainsi cette partie du probléme rentre dans celui 
que nousavons résolu dans les Sections précédentes, et auquel nous 
renvoyons. 

La troisième partie de l'expression précédente , celle qui con- 
tient les différences dx', dy', dz', multipliées par les différences 
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dé dn, dé, disparait d'elle-même dans deux cas; lorsque le centre 
du corps est fixe, ce qui est évident, parce qu’alors Ies différences 
dx', dy', dz des coordonnées de ce centre sont nulles; ét lorsque 
ce centre est supposé placé dans le centre même de gravité du 
corps, car alors les intégrales Sd£ Dm, SdnDm, Sd Dm deviennent 
nulles d'elles-mêmes. En effèt, en y substituant pour d£, dn, dé leurs 
valeurs ad£'+bd£"+cd£", adn+bdr'+cdr", ad£'+bd£"+cd£" 
(art. précédent), et faisant sortir hors du signe S les quantités 
d£', d£", etc. qui sont indépendantes de la position des particules 
dm dans le corps, chaque terme de ces intégrales se trouvera 
multiplié par une de ces trois quantités, SaDm, SbDm, ScDm; or 
ces quantités ne sont autre chose que les sommes des produits 
de chaque élément dm, multiplié par sa distance à trois plans 
passant par le centre du corps, et perpendiculaires aux axes des 
coordonnées a, b, c; elles sont donc nulles, quand ce centre coïn- 
cidé avec celui de gravité de tous les corps, par les propriétés 
connues de ce dernier centre. Donc- aussi les trois intégrales 
Sd£Dm, SdnDm, SdéDm seront nulles dans ce cas. 

Dans Pun et dans l’autre cas, il ne restera donc à considérer 


dans l'expression T, que la formule § (EEE Dm, qui est 


uniquement relative au mouvement de rotation que le système 
peut avoir autour de son centre, et qui servira par conséquent 
à déterminer les lois de ce mouvement, indépendamment de cé- 
lui que le centre peut ayoir dans l’espace. 

20. Pourrendre la solution la plus simple qu'il est possible, il est à 
propos de faire usage des expressions de dg, dn, d£ de Particle 14, 
lesquelles donnent , en faisant da =0, db—=0, dc = 0, 

d’ + dw + dé = 
(cdQ—bdR)+(adR—cdP}+{bdP — adQ) 
= (b°+c)dPa + (ae) d@"+ (a b')dR" 
— 2bcdQ4R— 2acd PAR — 2abdP4dQ. 
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Or les quantités æ, b, c étant ici les seules variables, relative- 
ment à la position des particules Dm dans le corps; il s'ensuit 
que pour avoir la valeur de S(d£*+dn + dé*)Dm, il wy aura 
qu'à multiplier chaque terme de la quantité précédente par Dm, 
et intégrer ensuite relativement à la caractéristique $, en faisant 
sortir hors de ce signe les quantités dP, dQ, dR qui en sont in- 
dépendantes. Ainsi la quantité STE RES de =)Dm deviendra 

AdP°+ Bd Q+ Car CdR* _ FdQdR+GdPdR+HdPd LA 
odt de 
en faisant pour abréger , 

A=Sb+c)Dm, B—S{a+c)Dm, C=S(«+b)Dm, 

F = SbcDm , G = SacDm, H = SabDm. 

Ces intégrations sont relatives à toute la masse du corps, en- 
sorte que Z, B, C, F, G, H doivent être désormais regardées 
et traitées comme des constantes données par la figure du corps. 


21. Si on fait, pour plus de simplicité, ce D; tQ =» 


d 1e 3 
T= r, on aura, en ne considérant dans la fonction T que les 


termes relatifs au mouyement de rotation, 
T = į (4p° + Bg + Cr) — Fqr— Gpr — Hpg; 
ainsi T wétant fonction que de p, q, r, on aura, en différen- 
tiant selon d, 
Che pa D IP iasi E Tag diis: 


Or, par les formules de Particle 11, on a 
_ sin sin ædÿ + cos oda 
P Sas dt ? 
__ cosgsin ad — sin ọdw 
CR he 7» 
dọ + cosady. 
‘ RER 


r = di 
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donc (dt étant toujours constant) 


k 
a: Poz dT de 
di = Bed?) PE A SE 
dT. f dT = dT òdy 
-H (g5? UEA COS ® SIN © ahii coso ) FTA 
aT. dT aE dT dydw 
Ge (Gr sine COS © di COS @ COS w — 7 SIN © ) -7r 
dT dT + \ dde 
+ (SE cos? — p sine) FTE 
d’où Pon aura sur-le-champ, pour le mouvement de rotation du 
corps, ces trojs équations du second ordre, 


æ 


d dT 
‘dr dT aT WW 
Te dy LT PE Gp 9 
d. (Fp snpsine p bema p Pr a à 
dt OY ESRD 
d dT aT in ) 
1e cos ® d sin ® 


dt 
r > d à 
— (F sin@ COS w -+ T coso COS w — LENT DE -+ Z= o. 
A l'égard de la quantité 7, comme elle dépend des forces qui 


sollicitent le corps, elle sera nulle si le corps west animé par 


; Mets : 7/0) 
aucune force; ainsi dans ce cas les trois quantités + m A i 


seront nulles aussi, et la seconde des trois équations précédentes 
sera intégrable d'elle-même; mais l'intégration générale de toutes 
ces équations restera encore fort difficile. i 
En général, puisque = SfIDm, et que IT est une fonction 
algébrique des distances p; q, etc. (art. 18), dont chacune est 
exprimée par y/[(x—f} +(y—g)+(z—h)], en désignant 


‘par f, g, h les coordonnées du centre fixe des forces, il n’y aura 
t) 
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qu’à faire dans la fonction IT les mêmes substitutions que ci-dessus, 
et après avoir intégré relativement à, toüte la masse du corps, 


on aura l'expression de Z en ?, +, w, d’où Fon tirera par la 


r EAO . . 7: & 
différentiation ordinaire les valeurs de ; > SE , qui sont les 


mêmes que celles de ex din ial Comme ceci wa point de dif- 


ficulté, nous ne nous y arrêterons point; nous remarquerons seu- 
lement que les équations précédentes reviennent à celles“que j'ai 
employées dans mes premières recherches sur la Zbration de 
la lune. 


22. Oique Pemploi des angles ọ, 4, w -paraisse être ce qu’il 
y a de plus simple pour trouver par notre méthode les équations 
de la rotation du corps, on peut néanmoins parvenir encore plus 
directement au but, et obtenir même des formules plus élégantes 
et plus commodes pour le calcul dans plusieurs cas, en considé- 
rant immédiatement les variations des quantités dP, dQ, dR données 
par les formules de l'article 15; savoir, | 
dP = di P + dQSR — dRIQ, 
d'dQ = dQ + dRIP — dPIR, 
SAR = dI'R + dPIQ — dQSP; 
substituant ces valeurs dans JT et mettant p, gq, r pour + 
dQ dR 
aTe q (ar + qR — r9Q) 
Lu 
din a + rP — PSE) 


= 
UT (AR + pJQ— IP). 


Quant aux termes relatifs à la variation de 7”, puisque 7” de- 
vient une fonction algébrique de £’, £", £”, n', etc., après la substi- 
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tution de HQE DE" eg", y'+an! bn" + cn! z, bec", 
au lieu de x,y; z, le signe intégral S'n’ayant rapport qu'aux quan- 
tités a, b, c, il wy aura quà différentier par d', et mettre ensuite 


pour JE’ JE, etc., leurs valeurs en d'P, dQ; dR; ainsi puisque 
FY 4 
N aa + = de, ctc., on aura dans là même équation les 


termes suivans provenant de JW : 
ar 7 (G'IR — E"3Q) + $ p (E"SP— TEAB) TalEAQ=E'SP) 
++ Z (WSR 1" ^Q) + etc, 


Donc enfin rassemblant tous les termes multipliés par chacune 


des trois quantités AP; JQ, AR, on aura une équation générale 
de cette forme : 


o = (PP + (Q)SQ + (RJAR, 


dans laquelle 


aT 


peoe 
ME Ee Te A 
a a a fa. 


dg day EP a Pra ai" a — ET ‘aP > y" T ps À ce A ; 
bi 
“dj ade S aT 
(Q) = JA di ni 
LAN LA 2 
J- USE, Ir A ,d "rd n Cis F4 em E a yl ds SE dE 3 
ar 
aT 
(R) = ~ +p g qe T 
so nd par a7. 
node it AA A 


Et comme les trois quantités AP; AQ, AR sont a. 
entr elles, et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois 
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équations particulières (P) =0, (Q)=0, (R)=0, lesquelles 
“étant combinées avec les six équations de condition entre les 
neuf variables £!, £", etc. (art. 5), serviront à déterminer cha- 
“cune de ces variables. / 

On peut mettre, si lon veut, sous une forme plus simple les 
termes de ces équations dépendans de la quantité 77. Car puisque 
7 =StIDm, on aura (à cause que le signe $ ne regarde point 
les variables £', £", etc.), 


11 dy” 


dn dr 
poa m = £" Dm, T°: = Sn! 


z Dm, etc. ; 


„et comme IM-est ‘une fonction algébrique de ag! +108" + c£/", 
an! + bn! cn”, al! + bE" + cé", il est aisé de voir qu’en faisant 
varier séparément a, b, c, on aura 


m A 2 i dn 11 zuren pan RA 
a aait = de e Ha © 62 
et ainsi de suite; de sorte qu’on aura de cette 
ar dr. DR: A 
gr dF e w a -= e" I r 34 dE es n" LEUR Ta 
dn dii 
=s% cp) Dm, 
dy dy dpn uA 
g Œ -+ ! Es e aP -p n” "i 
dn T 
dy ay dy dy 
DEA n" AE ET p I 4 dé 


Se ei 2% Dm. 


Mais si cette transformation simplifie les formules, elle ne sim- 
plifie pas le calcul, parce qu’au lieu de Pintégration unique con- 
tenue dans 7”, on en aura trois à exécuter. 


23. Lorsque les distances des centres des forces au centre du 
corps 
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corps sont très-grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on 
peut alors. réduire la quantité I en une série fort convergente 
de termes proportionnels aux puissances et aux produits de a, 
b, c, de sorte que l'intégration SODm n'aura aucune difficulté : 
c’est le cas des planètes en tant qu’elles s’attirent mutuellement. 


Si la force attractive P est simplement proportionnelle à la dis- 


tance p, ensorte que P = kp, k étant un coefficient constant, 


le terme fPdp de la fonction TI (art. 18) devient = 2, etcomme 
p est exprimé en général par y[(x— f)" ( Y—8) + (z—h)'], en 
désignant /, g, A les coordonnées du centre des forces ; le terme 
dont il s’agit donnera ceux-ci : = Lx —fYÆ4 (y 2) + (z— h]. 
Donc substituant pour x, y, z leurs valeurs x+ E, y'n; z'4r, 


multipliant par Dm, et intégrant selon §, on aura dans la va- 
leur de 7 =STIDm les termes suivans : 


LV (y) + G—A)]SDm 
+ a — f)SEDm + k( y D SnDm+K(z —h)SEDm 
T - S(E*+ n +6) Dm. | 
Or Eag DE" CE", n= an bn cn, Cako" ct; 
donc, S£Dm=£"SaDm+£€"SbDm+£"ScDm, et ainsi des autres; 


et S(E* ++ )Dm =S (a +b+c)Dm (art: 5), = à une 
constante que nous désignerons par Æ. 


Mais si on prend pour le centre arbitraire du corps, son centre 
même de gravité, on a alors 


SaDm = 0; SbDm = 0, SDm=o, 


comme nous layons déjà vu ci-dessus (art. 19). Ainsi dans. ce cas 
Méc. anal, Tom. IT. | 31 
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la quantité Z” ne contiendra, relativement à la force dont il s’agit, 
que les termes 


ECS) + (99) + hH E; 


de sorte que toutes les différences partielles D > Ta» etc. seront 
nulles. 

D'où il s'ensuit que leffèt de cette Free sera nul par rapport 
au mouvement de rotation autour du centre de gravité. 

Et commme l'expression précédente 77, au terme constant -7 
près, est la même chose que si tout le corps était concentré A 
son centre, auquel cas x =x’, y =y', z= z', on aura pour le 
mouvement progressif de ce centre, les mêmes équations que si 
le corps était réduit à un point; car les différences partielles de #7, 
relativement aux variables x’, y, z!, seront les mêmes que dans 
cette hypothèse. 


Si on veut considérer le ‚corps comme pesant, en prenant la 
force accélératrice de la gravité pour l'unité, et l'axe des coordon- 


nées z dirigé verticalement de haut en bas, on aura ii = 1 et 
p= h—z; donc SPdp =h ra] —z'— a — bg" — ci"; de 
sorte que i quantité 77 contiendra, à raison de i ea du 
corps, les termes 
t —2!)SDm—%8aDm—t"SbDm — t" SeDm 

Ainsi si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, 
les termes qui contiennent les variables £’, €”, etc. disparaîtront, 
et par conséquent l'effet de la gravité sur la rotation sera nul, 
comme dans le cas précédent. La valeur de 7, en tant qu’elle est 
due à la gravité, se réduira alors à (4—z/)SDm, c’est-à-dire, à 
ce ‘qu’elle serait si le corps était réduit à un point, en conservant 


Fr 
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sa masse SDm ; donc aussi le mouvement de translation du corps 
sera le même que dans ce cas. 


$ III. 
Détermination du mouvement d’un corps grave de figure quelconque. 


24. Ce problème, ‘quelque difficile qu'il soit, est néanmoins 
un des plus simples que présente la Mécanique, quand on con- 
sidère les choses dans l’état naturel et sans abstraction; car tous 
les corps étant essentiellement pesans et étendus, on ne peut les 
dépouiller de Pune ou de Pautre de ces propriétés sans les dé- 
naturet, et les questions dans lesquelles on ne tiendrait pas 
compte de toutes les deux à-la-fois, ne seraient par conséquent 
que de pure curiosité. 

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps 
libres, comme le sont les projectiles; nous examinerons ensuite 
celui des corps retenus par un point fixe, comme le sont les 
pendules. ‘ 

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son 
centre de gravité, et comme alors l'effet de la gravité est nul sur 
la rotation, ainsi qu’on vient de le voir, on déterminera les lois 
de cette rotation par les trois équations suivantes (art. 22) : 


dT d = 0 ss... (4), 
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en supposant (art. 21) 


dP __ dQ dR 
PE FER ra dt ? ee voue 

et 
Be : (4p°+ Bg + Cr) — Fqr — Gpr — Hpq. 


A l'égard du centre même du corps, il suivra les lois connues 
du mouvement des projectiles considérés comme des points; ainsi 
la détermination de son mouvement n’a aucune difficulté, et nous 
ne nous y arréterons point. 

: Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension 
pour le centre du corps, et supposant les coordonnées z verticales 
et dirigées de haut en bas, on aura (art. 25) 

Y = (h —z")SDm — CSaDm— i" b Dm — i" Dm; 
d’où Pon tire 
A iag De HP 
et toutes les autres différences partielles de 77 seront nulles; de 
sorte que les équations pour le mouyement de rotation seront 
(art. 22), 


Ha re — VD + L'SDm = o 
TH TT I AF — lC'ScDm + é" SaDm = O hp... (B), 


Sedi dT wAn A {SbDm = o 


les quantités SaDm, SbDm, ScDm devant être regardées comme 
des constantes données par la figure du corps, et par le lieu du 
point de suspension. 
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=+ 25.-La solution du premier cas, où.le corps est supposé.entière- 
ment libre, et où Pon ne considère que la rotation autour du centre 
de gravité, dépend uniquement de l'intégration des trois. équa- 
tions (4). 

Or il est d’abord facile de trouver deux intégralés de ces s égua- 
dT dT AT 
dp? dq? dr’ 
et qwensuite-òn les ajoute ensemble, on a evidemment une qu 
tion intégrable, et dont l'intégrale sera ` 


mot (oh (a sd 


J- étant une constante arbitraire. 


tions; ear 1°. si on les multiplie respectivement par —— 


2°. Sion multiplie les mêmes équätions par Ph g; r, et qu’on 
les ajoute ensemble, on aura celle-ci : 


D + ad TE Te + vd TE To, 


laquelle, à cause que T'est une RERO ti BS DT r uniquement , 


et que par conséquent ÎT= ST dp HE ar T dq + dr est aussi 
intégrable, son intégrale ENS 
aT dT dT z 
SP EE bgo h; 

h” étant une nouvelle constante arbitraire. 


En mettant dans ces équations , au lieu dé T,, T ATibnd 


FE) dg’? dr? 
leurs valeurs, on aura deux équations du second Re entre p, 
q, Tr, par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de deux de ces 
variables en fonctions de la troisième; et ces valeurs. étant ensuite 
substituées dans ‘une quelconque des trois équations (4), on aura 
une équation du premier ordre entre £ et la variable dontil s’agit; 
ainsi on pourra connaître par ce moyen les valeurs de P > Br 

en {. Cest ce que nous allons développer: 


# 


246 MÉCANIQUE ANALYTIQUE 

Je remarque d’abord qu’on peut réduire la seconde des deux 
intégrales trouvées, à une forme plus simple, en faisant atten- 
tion qué puisque T'est une fonction homogène de deux dimensions 
de p, q, T, on a par la propriété connue de ces sortes de fonctions, 


Py+im tr ET, 


ce qui réduit l'équation intégrale dont il s’agit à Th", laquelle 
exprime la conservation des forces vives du mouvement de 


rotation. 
Je remarque ensuite que comme la quantité 


e S I N ah a) 


est équivalente à celle-ci : 


mrri EHe Tarin, 


laquelle devient f#{p°+ q°+ 7°) — 4h; en vertu des deux inté- 
grales précédentes, on aura une Tr Les plus AD 


én ajoutant ensemble les carrés des valeurs de ga D , d.— T or Br 


dans les trois équations différentielles (<), équation qu’on Es 
ainsi employer à la place d’une quelconque de celles-ci. 


De cette manière la détermination des quantités p, g; r en #;, 
pa simplement de ces trois équations : 


=s 
(g Ea (CEJ E N= 
UNEEN aL = RHH r) 4W]dr, 
dans lesquelles . 
= ; (4p'+ Bg’ Cr’) — Far — Gpr— Hpg. 


LU 
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26. Cette détermination est assez facile, lorsque les trois cons- 
tantes F, G, H sont nulles; car on à alors simplement 


TE = (AP Bg CN); o l 

done dT AT aT 

| T~ AP, dg ~ Bi, a ~ Cr; 

de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme 
suivante : ; | j 


Ap + Bqj + Cr = oh, 
A°p° + B°q + r= DET 
PARLER m (pt 4° ri patte 


Si donc on fait p'e g'z =U, el qu'ondire lgs ASE de 
P, q, r, de ces trois équations : 


je ob I T° = U, 
Ap° T Bg + Cr = ap, 
A Ho Cr PS 
__ BCu— 9h (B+ 0) +f* 
PET AB G=O » 
= ACi oh (AO) +" 
T= BA- 
ABu— 9h (A+B) CHE" 
ü (C—A)(C—B) i iron < 
ces valeurs étant substituées dans l'équation différentielles či- 


dessus, le premier there de cette ER deviendra, après 
les réductions, 


on aura 


cl — 


AB: C(4h— f°u)du { 
AB Ouah (BC) FFT TA Cu AO TT ABu2 he A BYE a JP? 
et le second membre deviendra f#1—4h4} de sorte! quen divisánt 
toute l'équation par /°4— 4hf, et tirant la racine carrée, on 


A à 
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aura-enfin - ax 
ABCdu + 


-a ASOT eao AFO AA 


d’où lon tirera par l'intégration ten u, et réciproquement. 


27. Supposons maintenant. que les constantes F, G; H ne soient 
pas nulles, et voyons comment on peut ramener ce cas au précé- 
dent, au moyen de quelques substitutions. 

Pour cela je substitue à la place des variables p, q, r, des fonc- 
tions d’autres variables x, y, z, qu'il ne faudra pas confondre 
avec celles que nous ayons employées jusqu'ici pour représenter 
les coordonnées des différens points du corps; et je suppose d’abord 
ces fonctions- telles, que l'on ait pè- q°-H 7 = x°-Hy°- 2. Il est 
évident que pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent être 
que linéaires, et par conséquent de cettè forme : 


P=Px+pP'y+p"z, q=q'x +14 J+9"2; r= rx +7" y Ar" z. 
Les quantités p', p", pe q’, etc. seront des constantes arbitraires 


entre lesquelles, en yertu de Péquation PH gHr = xy Ha, 
il faudra qu'il y ait les six équations de condition que voici : 


P°+ g'+ 7 is, = phg” + z! Er p+ q" + LT RS 
PP"+qg'+rTr=0, pP" HY Re A TE p'Pp"+9"q"+r"r"=0 ; 
de sorte que comme les quantités dont il s'agit sont au nombre 
de neuf, après avoir satisfait à-ces six Sn, , il en restera 
encorè trois d'arbitraires, 4 sash tete 

Je substituerai maintenant, ces expressions He P;:q, r dans la 
ei de T, et je ferai ensorte, au moyen des trois. arbitraires 
dont je viens de parler, .que les trois termes qui contiendraient 
les produits wy; xz, yzi disparaissent de la valeur de T, ensorte 


que cette quantité se réduise à. cette,forme;, «x as ay t 
l | Mais 
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Mais pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédia- 
tement dans cette formule les valeurs de x, y, z en p, q, T, ct 
comparant ensuite le résultat avec l'expression de 7, je détermine- 
rai non-seulement les arbitraires dont il s’agit, mais aussi les in- 
connues æ, Ê, y: Or les valeurs ci-dessus de p, q, r étant mul- 
tipliées respectivement par p', g', 7, par p", g", T", et par p", 
g'', 7”, ensuite ajoutées ensemble, donnent - sur-le-champ, en 
vertu des équations de condition entre les coefliciens p', p", etc., 


x =p PELIET, =p PHI Ar; z= p" pH" I Fr"r; 


sania + 


la substitution de ces valeurs dans la quantité —, et la 


comparaison avec la valeur de 7' de l'article 25, te ainsi 
les six équations suivantes : 


ap" + Bp" -+ yp” == À; 

aq” -+ Bq" -+ 7q""* = B, 

ar + Br” + yr" = C, 

ag't' +- Bq'r"+yqg"r" = — F, 

apr + Bp" 7 +; DD Ces Lie G, 

Ah Bp"q" +)p"q"= idat T; 
qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s’agit, 

Et cetle détermination n’a même aucune difficulté; car si on 

ajoute ensemble la première équation multipliée par p', la sixième 
mylipliée par g', et la cinquième multipliée par 7°, on a, en 
vertu des équations de condition déjà citées, 


ap' = Ap'— Hq!—Gr; 


en ajoutant la seconde, la quatrième et la sixième, multipliées 
respectivement par g’, 7, p',on aura pareillement 


ag = Bq! — Er — Hp; ; 
Méc. Anal, Tom. d1. 32 
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ajoutant enfin da: teisiémes la sainquiènie ét la quatrième, multipliées 
respectivement par 7’, p', gl, on aura 


ER Cr'— Gp'— Fy'; 
et ces trois équations étant combinées avec AD re à de condition 
P+g += 
serviront à déterminer les quatre inconnues æ; p’, qi, 7’. 
Les deux premières équations donnent 


HG+F(A—2) GASD E 
pro TE + ca PS 


substituant .ces valeurs dans la troisième, on aura, après avoir 
divisé par p', cette équation en «, 
(&—4)(2—B)(a—C) 
— F" (a — 4) — & (a —B) — H’ («— C) + 2FGH =0, 
laquelle étant du troisième degré, aura nécessairement une racine 
réelle. 
Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équa- 


tion, on en tirera celles de P' 1: > T'en A lesquellés, en faisant 
pour abréger, 


WO = VU) B) HE HGH FA) + FH + CB) ], 
seront exprimées ainsi : 
p= OBA) HG HELA) i pn AOB, 
”() | (2) vF) 
| si on fait de nouveau les mêmes combinaisons des éguaions 
“ci-dessus, mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p", 
q", ni à la place de p', g', 7; on-en`tirera ces équations-ci : 


Bp" = 1. Ap" TKA) Hq" a GP 
På” = Bq" — Fr — Hp", 
Br'-== Cr" Gp" —- F9", 


Š 


FT 
LI a s 
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qui, étant jointes à l'équation de condition PHI" rei, 
serviront à déterminer les quatre inconnues 8, p", q", 7”; et 
comme ces équations ne différent des précédentes qu’en ce que 
ces inconnues y sont à la place des premières inconnues a, p', 
g', r', on en conclura sur-le-champ que l'équation en B, ainsi 
que les expressions de p”, q”, 7” en B, seront les mêmes que celles 
que nous venons de trouver en g. 


' Enfin si on réitère les mêmes opérations, mais en prenant p", 
q", r™” pour multiplicateurs, on trouvera de même les trois 
équations 

yp" Ap" S Hq" — Gr"; 
yg! Bq" ETY 77 ES Hp” 
yr Cr" s Gp” — Fq", 


T i Il 


auxquelles on joindra l'équation p°- q” r" = 1; et comme ces 
équations sont en tout semblables aux précédentes, on en tirera 
des conclusions analogues. 


On conclura donc, en général, que l'équation en « trouvée ci 
dessus, aura pour racines les valeurs des trois quantités. «, B, y, 
et que ces trois racines étant substituées successivement dans les 
expressions de p’, g', r en æ, on aura tout de suite les valeurs 
de p', g', r, de p", q", 7%; et de p", q”, r”; de sorte que tout 
sera connu moyennant la résolution de l'équation dont il s’agit. 

Au reste, comme cette équation est du troisième degré, elle 

toujours une racine réelle, qui étant prise pour æ, rendra 
aussi réelles les trois quantités p', g’, 7”. A l'égard des déc autres 
racines 8 et y, si elles étaient imaginaires, elles seraient, comme 
lon sait, de la forme b-+cy/—1 et b— cy/—1; de sorte que les 
quantités p", q", r qui sont des fonctions rationnelles de 8, se- 
raient aussi de ces formes, m-n y —1, mn! V—1, m"4-n" y —1; 
et les quantités p”; g", 7", qui sont de semblables fonctions de y, se- 


g’ 


$ 


. a 
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raient des formes réciproques m=n y —1, m'—=n' y —1; m"—n"y —1; 
donc l'équation de condition p"p"+ g"g"+r"r" = 0, déviemdeait 
m- npm” -nmn = o, et par conséquent impos- 
sible tant que mm, n, m, n', m", n" ide réelles ; d’où il s’en- 
suit que B et y ne peuyent être imaginaires. 

Pour se convaincre directement de cette vérité, d'après l'équa- 

tion même dont il s’agit, je mets cette équation sous la forme 


LoPCrA4)+6 (8) — aFGH, 
z m G Aa 2 7 

Py substitue successivement, au lieu de «, les deux autres racines 
B et y, et je retranche-les deux équations résultantes lune de 
Pautre ; j'aurai, après les réductions et la division par B—7, cette 


transformée 
[(B—.4)(8—B)—H1{(7—4)(—B)-—H1 
+ (HG) (AP +BG°+2FGH) (847) 
+ (F°+G)H°+ AE + BG +2FGH(4+B)=0, 
laquelle est réductible à cette forme 


(8+ 4X6- B) — H*\o—4)y— 8) —H"] 
(F(8—4)—GH](F(y—4)-64] 
+[G(8—B)—HFI\[G(y—-8B)—HF]=0, 


qu’on voit être la même chose que léquation p'p"+q'q"+r"r"=0, 
et qui fournit par conséquent des conclusions semblables. 

Donc les trois racines «æ, B, y seront nécessairement oge 
réelles, et les neuf coefficiens p', q', r', p”, etc., qui sont des 
fonctions rationnelles de ces racines, seront réels aussi. 


28. Nous venons de déterminer les valeurs de ces coeffi- 
ciens, ensorte que Pon ait p + g + T = x + y + 2, et 


x? + 8y° > s : ss 
T = EE, or en faisant varier successivement P, 4, 7; 
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on aura, à cause que x, y, Zz sont fonctions de ces variables, 


CL X HI dx dy dz 
er RE D D TE D) 
aTi À yde dy dz 
T GAN Aer) e aAA J. 
aT 


or de dy ` dz, 
nr ERS Ch Ur VS 
mais x=p'pHg'g+r'r, = p'p+g'gtrr, z=p"p+g"q+"r, 
comme on l’a déjà vu plus haut; donc g DRE q', = A 
d 


y EC EE | . i 
J= P", dg = 9 ete.; substituant ces valeurs, on aura donc 


g = p'ax + p"By + p"yz, 


De — g'ax + q" By 4 g"y=; 


sg = rex + 7'Ry + r"yz. 


_ De sorte qu’en vertu des équations de condition entre les 
coefficiens p’, q', r', p", etc., on aura 


HGE ete rs 


dT'\° aT Ne Nuair T AA 
Cp) HOT) +T) me dx* + B°dy* + y’dr. 
Par conséquent les trois éqüatiohs finales de l'article 24 se ré- 
duiront à celles-ci : 
$ ax" + By + yz = ah, 
ax’ + B°y° + V2", 
adx’ + aa + y'dz° = f(x + y Hz) — 4h, 
lesquelles sont, comme l’on voit, tout-à-fait semblables à celles 


de l'article 25, les quantités x, y, z, a, B, y répondant aux quan- 
tités p, g; r, 45 B;C. 


& 


rA 
dy 
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D'où il suit que si on fait, comme- dans l’article cité, 

“=p + fre +y +2, | 
on aura entre les variables x, y, 2) u, t, les mêmes formules 
que l’on avait trouvées entre p, q, r, u, t, en changeant seule- 
ment Z, B, C: en «;, 8, y. 


Ayant ainsi les valeurs de x, J, Zenu ou {, on aura les ya- 
leurs complètes de p; q, r par les formules de Particle 27. 


29. Les quantités p, q, r ne suffisent pas pour déterminer toutes 
lescirċonstances dumouvementderotation ducorps,ellesne servent 


qu'à faire connaître sa rotation instantanée. En effet, puisque 
dP dQ 


CESE S 
P= m> 15 ar> 75g > il s’ensuit de ce quon a vu dans Par- 
ticle 10, que laxe spontané de rotation, autour duquel le corps 
tourne à chaque instant, fera avec les axes des coordonnées a, 
b, c, des angles dont les cosinus seront respectivement. .,,.,! 


ee —— > es , TEETER et que la vitesse an- 
gulaire autour de cet axe sera représentée par y{( pg). 

Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut 
encore déterminer-les valeurs des neuf quantités £’, #!, ¢', £", etc., 
d’où dépendent celles des coordonnées E, n, €, lesquelles donnent 
la position absolue de chaque point du corps dans l’espace, rela- 
tivement au centre de gravité regardé comme immobile (art 17); 
c’est ce qui demande encore trois intégrations nouvelles. 

Pour cet effet, je reprends les formules différentielles de lar- 
ticle 15, et mettant pdt, qdt, rdt, au lieu de dP, dQ, dR, 
j'ai ces équations : 


dé! + (g"— rg" ) dt = 0 


d + (rg — pe) dt = o N., (C), 
dg" + (ph"— QE) de = 0 
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etrautant d'équations semblables en :#', x", n”, et en &', g" #”, en 
changeant seulement £ en n et en <. 


- Ces équations étant comparées avec les équations différentielles 


(4) de l'article 24, entre les quantités T D Ti est visible 


qu'elles sont entièrement semblables, de sorte que ces quantités 
répondent aux quantités £', £", ¢", comme aussi aux quantités 
», n", n", et aux quantités €’, 6”, €”. 

D'où je conclus que ces dernières variables peuvent être re- 

dU dT 

gardées comme des valeurs particulières des variables —— M 
aT 
q> €t qu'ainsi, puisque les équations entre ces variables sout 
simplement linéaires, on aura, en prenant trois constantes guel- 
conques /, m, n, ces trois équations intégrales complètes : 


D = € + my + nl 


= + my! + ne 7... (D); 


# dT 


F7 z= JE -4 mn- ný!” 


or en combinant ces trois équations avec, les six équations de 
condition entre les mêmes variables £', »’, etc., il semble qu’on 
pourrait déterminer ces variables, qui sont en tout au nombre de 
neuf; mais en considérant de plus près les équations précédentes, 
il est facile de se convaincre qu’elles ne peuvent réellement tenir 
lieu que de deux équations; car en ajoutant ensemble leurs carrés, 
il arrive que toutes les inconnues £’, n’, ¢', etc. disparaissent à- 
la-fois, en vertu des mêmes équations de condition (art. 5); de 
sorte que Pon aura simplement l'équation 


(T GR THEY = me +, 
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laquelle revient, comme lon voit, à la première des deux inté= 
grales trouvées plus haut (art. 25); et la comparaison de ces équa- 
tions donne f*= + m°+n*, ensorte que parmi les quatre 
constantes /, /, m,n il wy en a que trois d’arbitraires. 

D'où Pon doit conclure que la solution complète demande en- 
core une nouvelle intégration, à laquelle il faudra employer une 
quelconque des équations différentielles. ci-dessus, ou une combi- 
naison quelconque de ces mêmes équations. 


5o. Mais on peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus 
simple, en cherchant directement les valeurs des coordonnées 
mêmes £, n, €, qui déterminent immédiatement la position abso- 
lue d’un point quelconque du corps, pour lequel les coordonnées 
relatives aux axes du corps sont &, b, c. 


Pour cela, j'ajoute ensemble les trois équations intégrales (D) 
trouvées ci-dessus, après avoir multiplié la première par 4, la 
seconde par b, la troisième par c, ce qui donne (art. 1 ) cette 
équation ee 


d 
JE mn nt = a TEE D DE © Te 


Or on a déjà, par la nature des quantités £, n, ¢ (art. 5), 


| ++ =a+b+c. 

Enfin on a aussi (art. 14), en mettant pdt, qdt, rdt au lieu 
de dP, dQ, dR, et faisant a, b, c constans, : f 
dE + ds’ + de: 33 À a 
EERWER L (eg — br) + (ar— cp) + (bp — aq). 


Ainsi voilà trois équations d’où lon pourra tirer les valeurs de 
É, n, €, moyennant une seule intégration. | 


Ensuite, sion voulait connaitre séparément les valeurs de £’, 
#!, 
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.n', C, E", etc., il n’y aurait quà supposer dans les expressions 
générales de £, n,¢ les constantes a=1,b=0,Cc=0, ou a=0o, 
bite 0, owas 0 eo ox 
Supposons, pour abréger, 


La HE TH CT 


M=@+b+ oc", 
N = (og —br) +(ar—cp} +(bp—aq); 
on aura donc à résoudre ces trois équations , 
lE + mn + ne = L, 
Eita d = M 
dẹ + di + dé y 
M A 


dans lesquelles A7 est une constante donnée, Z, W sont suppo- 
sées connues en fonctions de £, et 7, m, n sont des constantes 
arbitraires. 

.J'observe d’abord, que si Z et m étaient nulles à-la-fois, la pre- 
mière équation donnerait £ = 2 èt cétte valeur étant substituée 
dans les deux autres, on aurait 


à us L ` dẹ + dr dL? 
A sji n M= = na? EEE = N — ndt ? 


équations très-faciles à intégrer, en faisant £ =p cosh, n =p sinb, 
ce qui les change en ces deux-ci : 


Es pe p°d8 + dp* 2 dL’ 
PM ma SN e 


dont la: première donnera la valeur de p, et la seconde donnera 
l'angle 6 par l'intégration de. cette formule 


2. dt die d; 
gi AVE wde i 
Mec. anal. Tom. II. 


ON 
Lea 
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> Supposons maintenant qué / et m ne soient pas nulles, et . 
voyons comment on peut réduire ce cas au précédent. Il est clair 
que si Pon fait 7 + mn =x VEF m, mẹ — hn=yV r F me, 
on aura également £- n= x+y" et d£*+ dn—dx"+ dy’; 
ainsi les équations proposées se réduiront d’abord à cette forme , 
x VE +m + = L, 
qd) peat 26 | 
Her de a de — Ne 
Si on fait ensuite 


x VERRE né = zV Am +R", 
ns—i VP Em =uVEEm +, 
on aura encore x’+¢=z*+u* et dx’ + dé = dr + du’; dona 
on aura ces transformées , 


zve + m+n = L, 
wpe =M, roodo da 
du’ + dy’ + dz° 
Dto t = N; R 


qui sont, comme Pon voit, entièrement semblables à celles que 
nous venons de résoudre ci-dessus ; ensorte qu’on aura pour U, 
y, z les mêmes expressions que nous avons trouvées pour £, 7, 
ÿ, en y changeant seulement 7 en VEE mF w. Ep: 

Ces valeurs étant connues, où aura les valeurs générales de &; 
n, € par les formules 


pm me y mul Em 
VEe m? yep m? VEFmp 


51, Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale, 
et en même temps la plus simple qu’on puisse donner du fameux 
problème du mouvement de rotation des corps libres; elle est ana- 
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logüe à celle-que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie de . 
Berlin pour 1775 , mais elle est en même temps plus direete.et, plus 
simple à quelques égards: Danscelle-là je suis parti detro:s équations 
intégrales qui répondent aux équations (D) dé l’articlé.29 ci-dessus, 
équations quim'avaientété fournies directementpar le principe connu 
des aires et des momens, et auxquelles javais joint l'équation des 
forces vives T=h* (art: 24). Ici j'ai déduit toute la solútion des trois 
équations différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cette 
solution, toute la clarté, et (si j'ose le dire} toute l'élégance dont elle 
est susceptible; par cette raison je me flatte qu’on ne me désapprou- 
vera pas d’avoir traité de nouveau ce problème, quoiqu'il ne soit 
guère que de pure curiosité, surtout si, comme je n’en doute pas; 
il peüt être de quelqu’utilité à l'avancement de P Analyse. ; 
«Ce qu'il ya, ce me semble, de plus remarquable, dans! la 80- 
lution précédente, c’est l'emploi qu’on y fait des quantités, £!, »', 
t', £", etc., sans connaître leurs valeurs, mais seulement les équa- 
tions de condition auxquelles elles sont soumises, quantités qui dis- 
paraissent à là fin tout-à-fait du calcul; je ne doute pas que ce genie 
d'analyse ne puisse aussi être utile ‘dans d’autres: occasions. 

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit Pim- 
puter qu'à la grande généralité qu'on y a voulu conserver; et l'on 
a pu remarquer deux moyens de la simplifier, l'un en supposant 
les constantes F; G, H nulles (art, 25), et Pautre en faisant nulles 
les constantes Z et m (art. 50). i 


La première de ces deux suppositions avait toujours été regar- 
dée comme indispensable pour parvénir. à une ‘solution complète 
du problème, jusqu'à ce que je donnai, dans mon Mémoire de 
1793, la manière de s’en passer ; cette supposition: consiste, en 
éffet, à prendre pour les axes des coordonnées a, b, c, des droites 
telles que les sommes SabDm, SacDm, SbcDm soient nulles 
(art. 19); et Euler à démontré le premier que cela est toujours pos- 
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sible ; quelle que soit la figure du corps, et que les axes ainsi 
déterminés, sont des axes de rotation naturels, c’est-à-dire, tels 
que le corps peut tourner librement autour de chacun eux. Mais 
quoiqu’on puisse toujours trouver des axes qui aient la propriété 
dont il s’agit, et que d’ailleurs la position des axes du corps soit 
arbitraire, il n’est pas indifférent d’avoir une solution tout-à-fait 
directe et indépendante de ces considérations particulières. 

s La seconde des deux suppositions dont il s’agit dépend de là 

position des axes des coordonnées £, », €, dans l’espace, position 
qui, étant pareillement arbitraire; peut toujours être supposée 

telle que les constantes Z et m deviennent nulles, comme on peut 
s’en convaincre directement, d’après les expressions générales de 
£,n, č que nous avons trouvées. 


52. En supposant F, G, H nulles, on a, comme on l'a vu dans 

l'article 42, | 
dT dT dT 

dp — Ap, n B —— == 


et ces valeurs étant substituées dans les trois équations différen- 
tielles (Z), il vient celles-ci: 


dp+ = grdt=o, FE re Cprdt=o, to, 


lesquelles s’accordent avec celles a a employées dans la 
solution qu'il a donnée le premier de ce problème (voyez les Mé- 
moires de l'Académie de Berlin pour 1758); pour s’en convaincre, 
il suffira d'observer que les. constantes Z, B, Cart. 19) ne sont 
autre chose que ce qu'Euler nomme les momens d'inertie du 
corps autour des: axes des coordonnées &;, b, c, et que les ya- 
riables p, q, r dépendent du mouvement instantané et spontané 
de rotation, de manière que si on nomme g, 8,7 les angles 
que l'axe autour duquel le corps tourne spontanément à chaque 
instant, fait ayec les axes des a, b, c, et pla vitesse angulaire de 
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rotation autour de cet axe, on a (art. 29), 
p=p cosa, q= pcos, r—pcosy. 

A l'égard des autres équations d’Euler, lesquelles servent à dé- 
terminer la position des axes du corps dans l’espace , elles se rap- 
portent à nos équations (C) de Particle 29. En effet, comme les 
neuf quantités £!, », ¢', ¢", etc. ne sont autre chose que les coor- 
données rectangles des trois points du corps, pris dans ses trois 
axes, à la distance 1 du centre (ce qui suit évidemment de ce 
que ces quantités résultent des trois £, », €, en y faisant succes- 
sivément a=1, b=0, c =0, ensuite a—œ0, b=1, c= 0, et 
enfin a= ó, b=o, c= 1), il est clair que si on désigne, avec 
Euler, par Z, m, n les complémens des angles d'inclinaison de 
ces axes sur le plan fixe des. et n, et par À, x, » les angles que 
les projections des mêmes axes font avec l'axe fixe des £, on aura 
ces trois expressions , 

t==—="cbs}; n = sin / sinA, £'= sin / cos À, 
€'= cosm, "= sinmsing,  £"= sinmcoswu, 
C"= cosn,. »"—sin A sinr, : £”—1sint7 cos»; 
et par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les 
équations auxquelles Euler est parvenu par des considérations 
géométriques et trigonométriques. 

55. Au reste, en adoptant à-la-fois les deux suppositions de F, 
G, H nulles, et de Z, m nulles aussi, on aura la solution la ‘plus 
simple par les trois équations (D) de Particle 29, en y substituant 
les valeurs de £’, €", ¢” et de p, q, ren Q, 4, w ( art. 7, 20 ); car 
on aura de cette manière ces trois équations du premier ordre, 


4 59 sin “Ar cos gda = nsing sine, 


p °%? sin = Sin gd 


= ACOSPSiINX, 


j r 
c do temei = À cos w; 
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lesquelles se réduisent évidemment à celles-ci : 
Ado 


ndt — SBA = — ne ; 
ndt — C4 = È. 


Or si on élimine dt et dẹ}, en ajoutant ensemble ces trois 
équations, après les avoir multipliées respectivement par C—B, 
A—C, MES ou aura l'équation 


— Bae) E + (BA) 0 


sin ø cos w 


A(C—B) 


= 
laquelle se réduit à cette forme, 
cos do _ C(B—A)d@ 


——  ACrhÿ? 
B(A—C)tange — aip 


sin ø 


où les variables sont séparées. 
Le second membre de cette équation se change en 
C(B—A)sing cos ọdọ 
B(A—C) sin p° — A(C—B) cos p” ? 
ou encore en 


C(B—A) sinsodo 
a r + 24B — CAF B)+C(E— A) co52 ? 


donc ; em intégrant logarithmiquement, et passant ensuite des lo- 
garithmes aux nombres, on aura 
f K 

24B — C(4 + B) + C(B — 4) cos20 = mrp? 


1 — cos 20 


K étant une constante arbitraire; or tang ọ = MC F cos 29 
donc substituant la valeur précédente, on aura 


2A(B — C) sina? — K 
tang:p sa Vire (C Aina F K 


. 


SECONDE PARTIE, SECTION IX. 265 


et mettant cette valeur de tango dans les deux premières égua- 
tions différentielles, on aura 


__ Ads J{2B(C—Asins tK 
ndt— Ad4 TR Sn à VERRE C) sin a° ine’ — K 
_ Bdo 2A(B— C) sin’ — K 

. ndt — Bd NES Vo EN 


équations où les indéterminées sont séparées et qui, étant inté- 
grées , donneront ¿ et À en fonctions de w. 

Cette solution revient à celle que d'Alembert a donnée dans le 
tome quatrième de ses Opuscules. 


54. Venons au second cas, où l’on suppose le corps grave sus- 
pendu par un point fixe, autour duquel il peut tourner en tout 
sens. En prenant ce point pour le centre du corps, c’est-à-dire 
pour l’origine commune des coordonnées £, », € et a, b, c, etsuppo- 
sant les ordonnées ¢ verticales et dirigées de haut en bas, on aura 
pour le mouvement de rotation du corps, les équations (B) de Par- 
ticle 25. Ces équations sont plus compliquées que celles du cas 
précédent, à raison des termes multipliés par les quantités SaDm, 
SbDm, ScDm, lesquelles ne sont plus nulles,lorsque lê centre du 
corps, dont la position est ici donnée, tombe hors de son centre 
de gravité; on peut néanmoins encore faire évanouir deux de 
ces quantités, en faisant passer par le centre de gravité l’un des 
axes des coordonnées &, b, c, dont la position dans le corps est 
arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équations dont il s’agit.” 

Supposons donc que laxe des coordormées c passe par le centre 
de gravité du corps; on aura alors, par les propriétés dé ce centre, 
SaDm=o, SbDm =o, et si on nomme # la distance entre le 
centre du corps, qui est le point de suspension, et son centre de 
gravité, il est visible qu'on aura aussi S(c— k) Dmi—o; donà 
ScDm = SkDm= kSDm = km, en nommant m la masse du 
corps. i à 
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- Faisant ces substitutions et mettant Æ pour #m, on aura les 
trois équations suivantes : 


dT 
dp dT dT Pots 
p eite = o0 
a 
SR APN ARE —pT Kimo s..»,., (E), 
N 
Ta dT dT 


a tra ig 


dans lesquelles 
= ; (4p* + Bg’ + Cr’) — Fqr — Gpr — Hpq: 


55. On peut dabord trouver deux intégrales de ces équations, 
en les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement 
par p, q,r ou par &’, &", €’; car à cause de d£’=(£"r—£{"q)dt, 
de" = ("p —č'r)dt, dé"=(£'q —£"p)dt (art. 27), on aura ainsi 
les deux équations 


paie + qd. D + rd. T  Kd"= 0, 
du DE detre d+ Ge "=o, 
dont les Me. sont 
P + FT i r — K" =f, 
RE He HE = hi, 


f et h étant deux constantes arbitraires, 
Il paraît difficile de trouver d’autres intégrales, et par consé- 


quent de résoudre le problème en général, Mais on y peut parve- 
nir 
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nir en supposant que la figure du corps soit assujétie à des conditions 
particulières. 

Ainsi en supposant F—0, G=o, H=0, et de pus Z4=2Z, 
on aura T SAh T = áq , et la troisième des équations (Æ) 
deviendra d ES = o, dont Pintégrale est $ = const. 


Ce cas est celui où Paxe des ordonnées c, c’est-à-dire la droite 
qui passe par le point de suspension et par le centre de gravité, 
est un axe naturel de rotation, et où les momens d'inertie au- 
tour des deux autres axes sont égaux (art. 52), ce qui a lieu en 
général dans tous les solides de révolution, lorsque le point fixe 
est pris dans laxe de révolution. La solution de ce cas est facile, 
d’après fes trois intégrales qu’on vient de trouver, 


En effet, puisque T= PEN + DA il est visible que ces 


trois intégrales se réduiront à cette forme : 


Al + g) Cr — aK =f, 
A ( €'p+"q) + C£"r = h A 


r=, 
. 


Jf, h, n étant des constantes arbitraires. 

Donc si on substitue pour £’, €", ¢”, et pour p, q, r leurs 
valeurs en fonctions de 9, +, w (art. 7, 20), on aura ces trois 
équations, 


- s sin edy + da’ 
A 


A as + Cn coso = h, 


dọ + cos wdy 
t - = 7l, 


+ Cn° — 2K0c05w = 2/, 


lesquelles ont, comme l’on voit, l'avantage que les angles finis 4 
et ọ ne s’y trouvent pas. 
Méc. anal. Tom. IT. 34 
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La seconde donne d’abord 
dy _ h— Cn cose 
- dt A sin w? 2 
et cette valeur étant substituée dans la première, on aura 
Fee. A sin «do 4 
= VLAsne(2f— Cn + 2Kcosw) — (h — Cn cosa)? ] ? 
ensuite la seconde et la troisième donneront 


dẹ pa à (h — Cncos«)de rs 
= sinuy [Asina (2f — Cn*+ 2K cosa) — (h — Cn cos w)*]” 
(An—h cos w -+ (C — A)n cos a°)dw 


dp PT sin e / [4 sina* (2 f— Cn? + 2K cos «) — (h= Cn cos«)]” 


équations où les indéterminées sont séparées, mais dont lintégra- 
tion dépend en général de la rectification des sections coniques. 


56. Reprenons les équations (Æ) et substituons-y les valeurs de 


dr aR aT. 


E aT E an a Rs elles deviendront 


Adp—Gdr— Si 
PTE + (C—B)gr + F(r— 9") — Gpq + Hpr+Kt'=0, 


Bdqg—Fdr— Hd I 
BAR L (4—C)pr+ G(p°—r°)—Hqr+Epq — K¢'=o, 


Cdr —Fdq— Gd, 
Se P(B AprHHlg—p)—Epr +6gr= 0. 


Dans létat de repos du corps, les trois quantités TIS sont 
nulles, puisque y (p+ gHr’) est la vitesse instantanée de ro- 
tation (art. 29); donc on aura alors {/=0 et ¢"=0; ensorte qu'à 
cause de {+ ¿"H g"—3, et par conséquent de ¢”=1 , l'axe 
des coordonnées ¢ coïncidera avec celui des ordonnées c; Cest- 
à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre de gravité du 
corps, et que nous nommerons dorénavant l'axe du corps, sera 
vertical, ce qui est l’état d'équilibre du corps; et cela se voit en- 


SECONDE PARTIE, SECTION IX. 267 


core mieux par les formules de Particle 7, lesquelles donnent 
SM? sinw — 0, cos Ọsinw =0, et par conséquent w= 0; w- étant 
l'angle des deux axes des coordonnées c et £. 

Si donc en supposant le corps en mouvement, on suppose en 
même temps que son axe s’éloigne trés-peu de la verticale, ensorte 
que l'angle de déviation w demeure toujours très-petit, alors les 
quantités £’, ¢” seront très-pelites, et l’on aura le cas où le corps 
ne fait que de très-petites oscillations autour de la verticale, en 
ayant en même temps un mouvement quelconque de rotation au- 
tour de son axe. 

Ce cas, qui n’a pas encore été résolu, peut l'être facilement et 
complètement par nos formules; car en regardant /” et ¢™ comme 
très-petites du premier ordre, et négligeant les quantités très-pe- 
tites du second ordre et des ordres suivans, on trouve, par les 
équations de condition de Particle 5, £"=1, £"=— EC En, 
y!!! = — nli! n'e" et ER HE à. n° n° — 1 : En + HE 0; 
donc = sinr, £"=cosr, n=sinb, n"=cosh et cos(r—8) —0; 
d'où m= 90°+8, et par conséquent £'=cosû, £"=—sin8} 
Substituant ces valeurs dans les expressions de dP., dQ, dR 
de l’article 11, on aura dP = {+ de", dQ = ¿"dð — di 
dR= dð, en négligeant toujours les quantités du second ordre. 

Ainsi donc on aura 


ETA 
“dt dt 


or Aa a ? 

— dQ __ £'di— dt! 

LR die 
dR _ di 


l FA de 


valeurs qui, étant substituées dans les équations différentielles 
ci-dessus , donneront, en négligeant les puissances et les pro- 
duits de ¢' et £”, des équations linéaires pour la détermination de 
ces variables. 
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Mais ayant de fairé ces substitutions, on remarquera qu’en 
supposânt £’ et £” nuls, les équations dont il s’agit donneront 

d’ de _ d'i dè : do | 
—G z + Fr% — Fi C po OE 

- Donc puisque C ne saurait devenir nul, à moins que le corps 
ne se réduise à une ligne physique, C étant —=8(a* + b*)Dm, il 
s'ensuit qu'on ne peut satisfaire à ces équations qu’en faisant 
de 5 
ge ~ 0, et ensuite, ou Po, ou F=0 et G=0. 


- De à il est facile de conclure que lorsque ¢’ et ¢” ne sont pas 
nuls, mais seulement très-petits, il faudra que les valeurs de 


a. ou de Fet G soient aussi très-petites, ce qui fait deux cas 


qui demandent à être examinés séparément. 


57. Supposons premiérement que pa soit une quantité très-pe- 


tite du même ordre que ¢' et £!, on aura, aux guaptités du se- 
n d LA 
cond ordre près, p= fa i q=—Ẹ. 

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du 
second ordre et changeant , pour plus de simplicité, les: lettres 
č’, č" en s, u, les équations différentielles de article précédent de- 
viendront 


Adu — GFI + Hd’s Hds 
de 


— Bds — Fd8— Hd'u 


+ Ku = 0, 


— KS = 0, 


dre 
Cdi + Fds — Gd'u 
ETES). TIPEIPENN = 0. 


fees dt Gu Fa FAA 
La dernière donne zp = $ n TP * ; etcette valeur étant subs- 
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tituée dans les deux premières, on aura ces deux-ci : 


(AC — G')d'u teri EE CKu — 0, 
(BC — F')ds RCE GF)d'u À OKs 0; 


dont l'intégration est facile par les méthodes connues. 
Qu'on suppose pour cela 


s = a sin(pt + 8), u = y sin (pt + 8), 


æ, B, y, p étant des constantes indéterminées; on aura, aprés 
ces substitutions, ces deux équations de condition , 


(4C— G')yp+ (CH + GE ap — CKy = 0, 
- (BC — F’jap’- (CH + GF Jy —CKa = 0, 


lesquelles donnent 


y _ (CH+GF) __ CK—(BC—F'})e, 
P O EERE E CP A O EA T E 


d’où résulte cette équation en p, 


CE [BCH +AC— G*] 


+(BC—F)(4C—6G)—(CH+GF) =0, 
laquelle aura, comme lon voit, quatre racines égales deux à deux, 
et de signe contraire. 
Si donc on désigne en général par p et p! les racines inégales 
de cette équation, abstraction faite de leur signe, et qu’on prenne 
quatre constantes arbitraires æ, a’, B, B', on aura en général 


s =a sin (pt 8) + a'sin (t+ 8"), 
et par conséquent 


(CH + GF) pu sin (0t +8) , (CH + GF)p°«' sin PEHE). 
TT CR = AC GIP EAE * 


u = 
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Enfin on aura, en For la valeur de © Te 


ET, 


Of ht + 


De sorte que lon connaîtra ainsi toutes les variables en fonc- 
tions de #, et le problème sera résolu. 
Au PS: comme cette solution est fondée sur l’hypothèse.que 


Su e? : soient de très-petites quantités, il faudra, pour qu’elle 


soit nues 1°. que les constantes g, a’ et h soient aussi très- 
petites; 2°. que les racines p, p! soient réelles et inégales, afin 
que l'angle £ soit toujours sous le signe des sinus. Or cette se- 
conde condition exige ces deux-ci, 


BC—F'*+4C—G >o, 
[BC—F* +A4C—GY>4[(BC—F)(A4C—6G)—(CH4+GF)]; 


lesquelles dépendent uniquement de la figure du corps, et de la 
situation du point de suspension, 


38. Supposons, en second lieu, que les constantes F et G soient 
aussi très-petites du même ordre que £’ et ¢";. alors négligeant 
les quantités du second ordre, et mettant s, w à la place def, 
g", les équations différentielles de l’article 36 deviendront 


A (d. sdi} du Gd:0 H(d.ude — ds) 
de Das ee 


(C—B) (udi — ds), F dè H(sdi + du)dt es 
BESATTE, aoa As dré. ao TEST de + Ku=o, 
à B(d.udh — ds) Fde  H(d.sdi+ d'u) 
ARE he 7 ANR 2 
C4 —C)(sdi + du) dé  Gd#®  H(udè— ds) dé a 
PR a D AV 0e 
Cd’4 


tn ai 
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La dernière donne To, et integrant, $= n, n étant une 
constante arbitraire de grandeur quelconque. 
Substituant cette valeur de = dans les deux équations, on aura 
celles-ci : s | 
du dos ds 
+(C—Bnu+ Fr + Hns + Ku= 0, 
d’ d | d 
BHH (4+B Cng 


de 
+ (C — Ams + Gr + Hu + Ks = 0, 


dont l'intégration n’a aucune difficulté. 

Qu'on les divise par 7°, et qu'on y remette , pour plus de sim- 
plicité, d8 à la place de ndt, en se souvenant que d9 est désor- 
mais constant, on aura, en ordonnant les termes et faisant 


K A w 
L= c a (art. 54), 
(CAL) +B + (CB) T Hu) t G= o, 


(C-B 4I RAS (CAB) T + H(s+ HF — 0. 


Pour intégrer ces équations, je commence par faire disparaitre 
les termes tout constans, en supposant S=X+/, u—= +, et 
* déterminant les constantes /, 4, ensorte que les termes Fet G, 
disparaissent; ce qui donnera ces deux. équations de condition, 


(C—A+L) f+Hh+G=0, (C—B+L)h+Hf+F—=)0; 


d’où l’on tirera 
yam FH—G(C—B+L) ` 
7 CBA L) (C= AA L) 
Dee CH—F(C— A+ L) ; 
— (C—B+HLC—-A+L)—-H" 
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et l'on aura en x, y, 8 les mêmes équations qu’en s, u, 8, avec 
cette seule différence que les termes constans G, F n’y seront plus. 

Je suppose maintenant x= ae, y= ße”, a, B eti étant des 
constantes indéterminées, et e le nombre dont le logarithme hy- 
perbolique est 1. Comme tous les termes des équations à intégrer 
contiennent x et y à la première dimension, il s'ensuit qu’ils seront, 
après les substitutions, tous divisibles par e#, et il restera ces deux 
équations de condition, 

[C— 4 +L- Bla + [(C—.4 ~> B) +H +i)]B=0, 

[C—B +L 44i] —[(C—4 —Bi—H(i+r)]l«=0, 


lesquelles donnent 


Bo _C—A+L+Bi __ (C—A—Bj —H(+*) 
3 TT OLA Biyu FA CEBEL A’ 


» 


de sorte qu'on aura, en multipliant en croix, celte équation en i, 

(C=B+I+Ai[C—4-+L4+Bi]HCO—4—B;i—H' (1+7) =0, 

laquelle, en faisant 1+ À =p, se réduit à cette forme, 
(4B—H'\p+ [(44BL—C)+C']+L'—2L (4+B—0)=0. 


Ayant déterminé p par cette équation, on aura 


qaib AYG A+B— 1) He eye) 
GAL ag VOD y à CHR OVER AVC, 


et la constante à demeurera indéterminée. Or comme l'équation en p 
a deux racines, et que le radical 4/(p—1) peut être pris égale- 
ment en plus et en moins, on aura ainsi quatre valeurs diffé- 
rentes de x, y, lesquelles étant réunies satisferont également aux 
équations proposées, puisque les variables x, y n’y sont que 
sous la forme linéaire. Prenant donc quatre constantes différentes 
pour g, on aura de cette manière les valeurs complètes de x et 


y, puisque ces valeurs ne dépendant que de deux équations diffé- 
rentielles 
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rentielles du second ordre, ne sauraient renfermer au-delà de 
quatre constantes arbitraires. 


39. Pour que les expressions de x et y ne contiennent point* 
d’arcs de cercle, il faut que y/(p—1) soit imaginaire, et quainsi 
p soit une quantité réelle et moindre que l'unité. 
Dénotons par p et & les deux racines de l'équation en p, sup- 
= posées réelles et moindres que l'unité, et donnons aux quatre 
constantes arbitraires cette forme imaginaire, 


aef Y— 1 ue Êy ye V= yet Vi 
ad TN E F O ayaa 


- On aura, en faisant ces substitutions et passant des exponentielles 


aux sinus et cosinus, ces expressions complètes et réelles de 
x et y, ; o5 


x= a sin[b ya — p) + 8] +y sinfiy a — se), 


ald — 
= EEE cos [9y (1 — p) + 8] 


all, 
H ELOJARCIYLE = aby (ap) 8] 
HEC oL OIS +6 ] 


+ Er ne sin [pya —6) —- e], 


= où g, B,7, e sont des constantes arbitraires dépendantes de 
Yétat initial du corps. 
Ayant ainsi x el y, on aura 
+ FH+G(B—C—I) 
ne 7 Ea VC ES à EE : OÙ 
BA GH+F(A— C—L) 
A AE E CTS E AE 


Donc prenant pour 6 un angle quelconque proportionnel au 
Méc. anal, Tom. IL. 3 
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temps, on aura (art. 36) ces valeurs des neuf variables £’, 1% 

g', E", n", etc., 
£ = cosĝ, a =.. - sin b, = s 
"= — sinl, #l— — cosl, g!"= u; 
"= — scosĝ-++usinĝ,  n"=— ssinĝb—ucosh; £a 


ensorte qu’on connaîtra les coordonnées £, n; € de chaque point 
du corps pour un instant quelconque ( art. 1 ). 

Si on compare les expressions précédentes de £’, n’, étc., ayec 
celles de Particle 7, on en déduira facilement les valeurs des 
angles derotation 9, 4, w; et l’on trouvera @+d=—#, sinpgsine=s, 
cos? sin & =u; d’où Pon tire, 


tango = y (su); tango =”, fppelie. es 


Et il est facile de voir, d'aprés les définitions de l'article 7, 
que w sera l'inclinaison supposée trés-petite de l'axe du corps 


avec la verticale; que + sera l'angle que cet axe décrit en 


tournant autour k la verticale, et que ® sera l'angle que le corps 
même décrit en tournant autour da même ax, ces deux derniers 
angles pouvant être de grandeur quelconque. 


4o. Mais il faut, pour l'exactitude de cette solution, que les va- 
riables s et 4 demeurent toujours trés-petites. Ainsi, non-seule- 


ment les constantes æ et y, qui dépendent-de l'état initial du corps; + 


devront être très-petites; mais il faudra que les valeurs-des cons- 
tantes F et G, données par la figure du corps, soient aussi très- 
petites, et que de plus les racines p et ¢ soient réelles et posi- 
tives, afin que l'angle 8 soit toujours renfermé- dans des sinus ou 
cosinus, : 

Si on suppose F—0, G—0, savoir, ShcDm—o, SacDm—0, 
où aura les conditions nécessaires pour que les momens des forces 
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centrifuges autour de Paxe du corps, qui est en même temps 
celui des coordonnées e, se détruisent, ensorte que le corps puisse 
tourner uniformément et librement autour de cet axe. Or on sait 
qu'il y a dans chaque corps trois axes perpendiculaires entr’eux, 
ct passant par le centre de gravité, lesquels ont ‘cette propriété, 
et qu'on nomme communément, d’après Euler, les axes princi- 


paux du corps. Donc, puisque nous ayons supposé que laxe du 


corps passe en même temps par le centre de gravité et par le 
point de suspension, il s’ensuit que les quantités F et G seront 
nulles; lorsque le corps sera suspendu par un point quelconque 
pris dans un de ses axes principaux. 


Donc, pour que ces quantités, sans être absolument nulles, 
soient du moins très-petites, il faudra que le point de suspension 
du corps soit très-prés d’un de ses axes principaux; c’est la pre- 
mière condition nécessaire pour que laxe du corps ne fasse que 
de trés-petites oscillations autour de la verticale, le corps lui- 
même ayant d’ailleurs un mouvement quelconque de rotation au- 
tour de cet axe. 


L’autre condition nécessaire pour, que ces oscillations soient 
toujours très - petites, dépend de l’équation en p et se réduit à 
celles-ci : 


[CA-HBXL—C)+ CT >4(4B—H")[L'—2L(4+B—C)), 
AAB- A+ GC) HO 


SH En AFO) 
rs Ro 
AB Het se 20e 


lesquelles dépendent à-la-fois de la situation du point de suspen- 
sion et de la figure du corps. 


41. La solution que nous venons de donner embrasse la théo- 
rie des petites oscillations des pendulés, dans toute la généralité 
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dont elle est susceptible. On sait que Huyghens a donné le pre- 
mier la théorie des oscillations circulaires; Clairaut y a ajouté 
ensuite celle des oscillations coniques, qui ont lieu lorsque le pen- 
dule étant tiré de sa ligne de repos, reçoit une impulsion dont la 
direction ne passe pas par cette ligne. Mais si le pendule reçoit 
en même temps un mouvement de rotation autour de son axe, 
la force centrifuge produite par ce mouvement pourra déranger 
beaucoup les oscillations, soit circulaires , soit coniques , et la dé- 
termination de ces nouvelles oscillations est un problème qui n'avait 
pas encore été résolu complètement, et pour des pendules de 
figure quelconque. C’est la raison qui m'a déterminé à mwen 
occuper ici. 
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QC 
DIXIÈME SECTION. 

Sur les Principes de l Hydrodynamique. 


La détérmination du mouvement des fluides est Pobjet de l'Hy- 
drodynamique ; celui de l'Hydraulique ordinaire se réduit à Part 
de conduire les eaux, et de les faire servir au mouvement des ma- 
chines. Cet art a dù être cultivé de tout temps, pour le besoin 
qu’on en a toujours eu, et les anciens y ont peut- -être autant ex- 
cellé que nous, à en juger par cé qu'ils nous ont laissé dans 
ce genre. 

Mais l'Hydrodynamique est uné science née dans le siècle der- 
nier. Newton a tenté le premier de calculer, par les principes de 
la Mécanique, le mouvement des fluides, et d'Alembert est le 
premier qui ait réduit les vrais lois de leur mouvement à des équa- 
tions analytiques. Archiméde et Galilée (car l'intervalle qui a sé- 
paré ces deux grands génies disparaît dans l’histoire de la Mécanique) 
né s'étaient occupés que de l'équilibre des fluides. 

Torricelli commença à examiner le mouvement de l’eau qui sort 
… d'un vase par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. 
Il trouva qu'en donnant au jet une direction verticale, il atteint 
toujours à très-peu-près le niveau de l’eau dans le vase; ét comme 
il est à présumer qu'il l'atteindrait exactement sans la résistance 
de Yair et les frottemens, Torricelli en conclut que la vitesse de 
Peau qui s’écoule est la même que celle qu’elle aurait acquise eu tom- 
bant librement dela hauteur du niveau, et que cette vitesse est par 
conséquent proportionnelle à Ja racine quarrée de la même hauteur. 
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~ Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigou- 
reuse de cette proposition, il se contenta de la donner comme un 
principe d'expérience , à la fin de son Traité de Motu naturaliter 
accelerato, imprimé en 1643. Newton entreprit de la démontrer 
dans le second livre des Principes mathématiques, qui parurent 
en 1687; mais il faut avouer que c'est Pendroit le moins satis- 
faisant de ce grandsouvrage. 

Si on considère une colonne d’eau qui tombe librement dans 
le vide, il- est aisé de se convaincre qu’elle doit prendre la figure 
d'un conoïde formé par la révolution d’une hyperbole du quatrième 
ordre autour de l'axe vertical; car la vitesse de chaque tranche 
horizontale est, d’un côté, comme la racine quarrée de la hauteur 
d’où. elle est descendue, et de Fautre elle doit être, par la conti- 
nuité de l’eau, en raison-in erse. de la lergsar de cette tranche, 
et par conséquent en raison inverse du quarré de son rayon; d'où 
il résulte que la portion de l'axe, ou l’abscisse qui représente la 
hauteur, est en raison: inverse de la quatrième puissance de Por» 
donnée de l'hyperbole génératrice, Si donc. on se représente un 
vase qui ait la figure de ce conoïde, et qui soit entretenu. toujours 
plein d'eau, et qu'on suppose le mouvement de l’eau parvenu à un 
état permanent, il est clair que chaque particule d'eau, y descen- 
dra comme si elle: était libre, et qu’elle aura par conséquent, au 
sortir de lorifice, la vitesse due à la hauteur du vase de laquelle 
elle est, tombée. 

Or Newton imagine que Peau qui remplit un vase Due 
vertical, percé à son fond d’une ouverture par laquelle elle s'échappe, 
se, partage naturellement. en deux parties, dont Pune. est seule 
en mouvement et a la figure du conoïde dont nous venons de 
paner, c’est ce; qu'il nomme la cataracte; Vautre est en repos, 
comme Si elle était glacée. De cette manière, il’est clair que Peau 
doit s'échapper avec une vitesse égale à celle. qu'elle aurait acquise 
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ön tombant de la hauteur du vase, comme Torricelli l'avait trouvée 
par l'expérience. Cependant Newton ayant mesuré la quantité d'eau 
sortie dans un temps donné, ét Payant comparée à la grandeur de 
Vorifice, en avait conclu, dans la première édition de ses Principes, 
que la vitesse, au Sortir du vase, n’était due qu’à la moitié de la 


- hauteur de Peau dans le vase. Cette erreur venait de ce qu'il n'avait 


pas d’abord fait attention à la contraction de la veine; il y eut 
égard dans la seconde édition, qui parut en 1714, et il reconnut 
que la section la plus pi de la veine était, à l'ouverture du 
vase, à peu près comme 1 à y2; de sorte qu’en prenant cette 
section pour le vrai orifice, la vitesse doit être augmentée dans 
la même raison de 1 à ÿ2, ct répondré par conséquent à la 
hauteur entière de Peau. De cette manière, Sa théorie sc trouva 
rapprochée de l'expérience, mais elle n’en devint pas pour cela 
plus exacte; cár la formation de la cataracte ou vase fictif dans 
lequel l'eau est supposée se mouvoir, tandis que l’eau latérale de- 
meure en repos, est évidemment contraire aux lois connués de 
l'équilibre des fluides, puisque l'eau qui tomberait dans cette ca- 
laracle, avec toute la force de sa pésantenr, w'exerçant aticune 
pression latérale, me: saurait résister à celle du fluide stagnant 
qui l’environne. 

Vingt ans auparayant, Varignon avait donné à l’Académie des 
Sciences de Paris une explication plus naturelle et plus plausible 
u phénomène dont il s’agit. Ayant remarqué que quand l'eau 
Sécoule d’un vase cylindrique par une petite ouverture faite aù 
fond, elle ma dans le vase qu'un mouvement très-petit et sensi- 
blement uniforme pour toutes les particules, il en conclut qu'il 
ne s’y faisait aucune accélération, et que la partie du fluide qui 
s'échappe à chaque instant, recevait tout son mouvement de la 
pression produite par le poids de la colonne de fluide dont elle est 
la base. Ainsi ce poids, qui est comme la largeur de l'orifice mul- 
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ipliée par la hauteur de Peau dans le vase, doit être proportion- 
nel à la quantité de mouvement engendrée. dans Ja particule qui 
sort à chaque instant par le même orifice. Or cette quantité de 
mouvement est, comme l’on sait, proportionnelle à la vitesse et 
à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur .- 
de l’orifice par le petit espace que la particule parcourt dans Pins- 
tant donné, espace qui est évidemment proportionnel à la vitesse 
même de cette particule; par conséquent la quantité du mouve- 
ment dont il s’agit est en raison de Ja largeur de Porifice multi- 
pliée par le quarré de la vitesse. Donc enfin la hauteur de Peau 
dans le vase est proportionnelle au quarré. de la vitesse avec la- 
quelle elle s'échappe, ce qui est le théorème de Torricelli. 

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague, 
car on y suppose tacitement que la petite masse qui s’échappe à 
chaque instant du vase, acquiert brusquement toute sa vitesse par 
la pression de la colonne qui répond à l'orifice, Or on sait qu’une 
Pression ne peut pas produire tout-à-coup une vitesse finie. Mais 
en supposant, ce qui est naturel, que le poids de la colonne agisse 
sur la particule pendant tout le temps qu'elle, met à sortir du 
vase, il est clair que cefte particule recevra un mouvement accé- 
léré, dont la quantité, au bout d’un temps quelconque, sera pro- 
portionnelle à la pression multipliée par le temps. Donc le produit 
du poids de la colonne, par le temps de la sortie de la particule, 
sera égal au produit de la masse de cette particule, par la vitesso 
qu’elle aura acquise; et comme la masse est le produit de la largeur 
de l'orifice par le petit espace que la particule décrit en sortant 
du vase, espace qui, par la nature des mouvemens uniformément 
accélérés , est comme le produit de la vitesse par le temps; il s’en- 
suit que la hauteur dela colonne, sera de nouveau comme le quarré 
de la yitesse acquise. Cette conclusion est donc rigoureuse, pour yu 
qu'on accorde que chaque particule, en sortant du vase, est pressée 

à par 
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par le poids entier de toute là colonne du fluide qui. a cette 
particule pour base; c’est ce qui aurait lieu en effet, si le fluide 
contenu dans le vase y était stagnant; car alors sa pression sur la 
partie du fond où est l'ouverture, serait égale au poids de la co- 
lonne dont elle est la base; mais cette pression doit être différente 
lorsque le fluide est en mouvement. Cependant il est clair que 
plus il approchera de l’état de repos, plus aussi sa pression sur lé 

& fond approchera du poids total de la colonne verticale; ‘d’ailleurs 

= lexpérience fait voir que le mouvement du fluide dans le vase est 
d'autant moindre que louverture est plus petite. Ainsi la théorie 
précédente approchera d'autant plus de la vérité, que les dimen- 
sions du vase seront plus grandes relativement à l'ouverture par 
laquelle le fluide s'écoule, et c’est ce que l'expérience confirme. 

Par une raison contraire, la même théorie devient insuffisante 
pour déterminer le mouvement des fluides qui coulent dans des 
tuyaux dont la largeur est assez petite, et varie peu. Il faut alors 
considérer à-la-fois tous les mouvemens des particules du fluide, 
et examiner comment ils doivent être changés et altérés par la 
figure du canal. Or l'expérience apprend que quand le tuyau a une 
direction peu différente de la verticale , les différentes tranches ho- 
rizontales du fluide conservent à très-peu près leur parallélisme, 
ensorte qu'une tranche prend toujours la place de celle qui la 
précède ; d’où il suit, à cause de l'incompressibilité du fluide, que 
Ja vitesse de chaque tranche horizontale, estimée suivant le sens 

— vertical, doit être en raison inverse de la largeur de cette tranche, 
largeur qui est donnée par la figure du vase. 

11 suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule traiche, 
et le problème est en quelque manière analogue à celui du mou- 
vement d’un pendule composé. Ainsi, comme selon la théorie de 
Jacques Bernoulli, les mouvemens acquis et perdus à chaque ins- 


tant par les différens poids qui forment le pendule, se font mutuek: 
Méc. anal. Tom. 11. 56 
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lement équilibre dans le levier, il doit y avoir équilibre dans le 
tuyau entre les différentes tranches du fluide animées chacune de 
la vitesse acquise ou perdue à chaque instant; et de là par lap- 
plication des principes déjà connus de l'équilibre des fluides, on 
aurait pu d’abord déterminer le mouvement d’un fluide dans un 
tuyau, comme on avait déterminé celui d’un pendule composé. 
Mais ce n’est jamais par les routes les plus simples et les plus directes, 
que l'esprit humain parvient aux vérités, de quelque genre qu’elles | 
soient, et la matière que nous traitons en fournit un exemple 
frappant. i 

Nous ayons exposé: dans la premiére Section les différens pas 
qu’on avait faits pour arriver à la solution du problème du centre 
d’oscillätion; et nous y avons vu que la véritable théorie de ce 
problème n'avait été découverte par Jacques Bernoulli que long- 
temps après que Huyghens Peut résolu par le principe indirect 
de la conservation des forces vives. Il enaété de même du problème 
du mouvement des fluides dans des vases; et il est surprenant 
qu'on mait pas su d’abord profiter pour celui-ci des lumières que 
lon avait déjà acquises par Pautre. | 

Le même principe de la conservation des forces vives fournit 
encore la première solution de ce dernier problème, et servit de 
base à l'Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, imprimée en 1758; 
ouyrage qui brille d’ailleurs par une Analyse aussi élégante dans 
sa marche que simple dans ses résultats. Mais l'inexactitude de ce 
principe, qui mayait pas encore été démontré d’une manière gé- 
nérale, devait en jeter aussi sur les propositions qui en résultent, 
et faisait desirer une théorie plus sûre et appuyée uniquement sur 
les lois fondamentales de la Mécanique. Maclaurin et Jean Bernoulli 
entreprirent de remplir cet objet, lun dans son Traité des Fluxions, 
et Pautre dans sa nouvelle Hydraulique, imprimée à la suite de 
ses Œuvres. Leurs méthodes, quoique très-différentes, conduisent 
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aux mêmes résultats que le principe de la conservation des forces 
vives ; mais il faut avouer que celle de Maclaurin n’est pas assez 
rigoureuse et paraît arrangée d'avance, conformément aux résul- 
tats qu'il voulait obtenir; et quant à la méthode de Jean Bernoulli, 
sans adopter en entier les difficultés que d’Alembert lui a oppo- 
sées, on doit convenir qu’elle laisse encore à desirer du côté de 
la clarté et de la précision. 

On a vu, dans la première Section, comment d'Alembert, en 
généralisant la théorie de Jacques Bernoulli sur | meet était 
parvenu à un principe de Dynamique simple et général, qui réduit 
les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre. L’appli- 
cation de ce principe au mouvement des fluides se présentait d’elle- 
mème, et l’auteur en donna d’abord un essai à la fin de sa Dy- 
aamique, imprimée en 1745; il la développée ensuite avec tout 
le détail convenable, dans son Traité des Fluides, qui parut lan 
née suivante, et qui renferme des solutions aussi directes qu'élé- 
gantes des principales questions qu'on peut proposer sur les fluides 


qui se meuvent dans des vases. 


Mais ces solutions, comme celles de Daniel Bernoulli, étaient 
appuyées sur deux suppositions qui ne sont pas vraies en général. 
1°. Que les différentes tranches du fluide conservent exactement 
leur parallélisme, ensorte qu’une tranche prend toujours la place 
dé celle qui la précède. 2°. Que la vitesse de chaque tranche ne 
varie point en direction, c’est-à-dire que tous les points d’une même 
tranche sont supposés avoir une vitesse égale et parallèle. Lorsque 
le fluide coule dans des vases ou tuyaux fort étroits, les suppo- 
sitions dont il s’agit sont très-plausibles et paraissent confirmées 
par lexpérience; mais hors de ce cas elles s'éloignent de la yé- 
rité, et il n’y a plus alors d'autre moyen pour déterminer le mou- 
vement du fluide, que d'examiner celui que chaque particule doit 
avoir. 
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Claïraut avait donné dans sa Théorie de la figure de la Terre; 
imprimée en 1743, les lois générales de l'équilibre des fluides, 
dont toutes les particules sont animées bi des forces quelconques; 
il ne s’agissait que de passer de ces lois à celles de leur mouve- 
ment, par le moyen du principe auquel d’Alembert avait réduit , 
à cette même époque, toute la dynamique. Ce dernier fit, quelques 
années après, ce pas important, à loccasion du prix que lAca- 
démie de ‘proposa en°1750, surla théorie de la résistance 
des fluides, et il donna le premier, en 1752, dans son Essai d’une 
nouvelle Théorie sur la résistance des Fluides, les: équations ri- 
goureuses du mouvement des fluides, soit incompressibles , soit 
compressibles et élastiques, équations qui appartiennent à la classe 
de celles qu'on nomme à différences partielles, parce. qu’elles 
sont entre les différentes parties des différences relatives à plusieurs 
variables. Mais ces équations n’avaient pas encore toute la géné- 
ralité et la simplicité dont elles étaient susceptibles. C’est à Euler 
qu’on doit les premières formules générales pour le mouvement 
des fluides, fondées sur les lois de leur équilibre, et présentées 
avec la notation simple et lumineuse des différences. partielles. 
Voyez le volume de l'Académie dé Berlin, pour l'année 1755. Par 
cette découverte, toute la Mécanique des fluides fut réduite à un 
seul point d'analyse; et si les équations qui la renferment étaient 
intégrables’, on pourrait, dans tous les cas, déterminer complète- 
ment les circonstances du mouvement et de l'action d’un fluide 
mu par des forces quelconques; malheureusement elles sont si re- 
belles, qu’on n’a pu jusqu’à présent en venir à bout que dans des 
cas très-limités. 

Cest donc dans ces équations et dans leur intégration que con 
siste toute la théorie de lHydrodynamique. D’Alembert employa 
d’abord pour lesitrouver, une méthode un peu compliquée; il en 
donna ensuite une plus simple; mais cette méthode étant fondée 
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sur les lois de l'équilibre particulières aux fluides , fait de PHydro- 
dynamique une science séparée de la Dynamique des corps solides. 
La réunion que nous avons faite, dans la premiére partie de cet 
ouvrage, de toutes les lois de l'équilibre des corps, tant solides 
que fluides dans une même formule, et l'application que nous ye- 
nons de faire de cette formule aux lois du mouvement, nous con- 
duisent naturellement à réunir de même la Dynamique et lHydro- 
dynamique comme des branches d’un principe unique, et comme 
des résultats d’une seule formule générale. 

C’est l’objet qui reste à remplir pour compléter notre travail 
sur la Mécanique, et acquitter l'engagement pris dans le titre 
de cet ouvrage, 
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Du mouvement des Fluides incompressibles. 


1. Ok pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement 
de ces fluides , de celles de leur équilibre, que nous ayons trouvées 
dans la Section septième de la première partie; car par le principe 
général exposé dans la seconde Section, il ne faut qu'ajouter aux 
forces accélératrices actuelles, les nouvelles forces accélératrices 


dx d d? ISe : ? 
a? X , = dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, Z. 


Ainsi, comme dans les formules’ de Varticle 10 et suiv. de la 
Section septième citée, on a supposé toutes les forces accéléra- 
_trices du fluide déjà réduites amrois, X, Y, Z, dans la direction 

des coordonnées x, y, z; il n’y aura, pour appliquer ces formules au 


> { i 2 d d 
mouvement des fluides, qu’à y substituer X -+ cs SAK: + ,Z+ Ta 


au lieu de X, Y, Z. Mais nous croyons qu'il est plus conforme 
à l'objet de cet ouvrage, ďappliquer directement aux fluides les 
équations générales données dans la Section quatrième, pour le 
mouvement dun système quelconque de corps. 


$ I. 
Équations générales pour le mouvement des Fluides incompressibles. 


2, On peut considérer un fluide incompressible comme composé 
d'une infinité de particules qui se meuvent librement entrelles ; 
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sans Changer de volume; ainsi la question rentre dans le cas de 
Particle 17 de la Section citée ci-dessus. 


Soit donc Dm la masse d’une particule ou élément quelconque 
du fluide, X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet 
élément, réduites, pour plus de simplicité, aux directions des 
coordonnées rectangles x, y,z, et tendantes à diminuer ces coor- 
données, Z—0 l'équation de condition résultante de l'incompres- 
sibilité ou de Pinvariabilité du volume Dm, À une quantité indé- 
terminée, et S'une caractéristique intégrale correspondante à la 
caractéristique différentielle D et relative à toute la masse du fluide; 
on aura pour le mouvement du fluide cette équation générale 
(Sect. IV), 


SC +x ar) G +2) dz ]Dm+Sd1=0. 


Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de 
Dm et de AL, et après avoir fait disparaître les différences des 
variations, s’il y en a, égaler séparément à zéro les coefficiens 
des variations indéterminées dx, dy, dz. 


Retenons la caractéristique D pour représenter les différences 
relatives à la situation instantanée des particules contiguës, tandis 
que la caractéristique d=se rapportera uniquement au changement 
de position de la même particule dans l’espace; il est clair qu’on 
peut représenter le volume de la particule Dm par le parallé- 
lipipède DxDyDz; ainsi en nommant A la densité de cette parti- 
cule, on aura Dm = ADxDy Dz. 

De plus, il est visible que la condition de lincompressibilité 
sera contenue dans l'équation DxDyDz= const. ; de sorte qu'on 
aura Z=DxDyD:—const., et par conséquent AL= d. (DxDyDz)- 
Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes 


288 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

considérations que dans l’article 11 de la Section septième de -lą 
première partie; ainsi en changeant seulement d en D dans les 
formules de cet endroit, on aura ° 


^(DxDy Dz) = DxDy Dz (E+ T Sh N 


Cette quantité étant multipliée par À, et intégrée relativement 
à toute la masse du fluide, on aura la valeur de SAd'Z, dans la- 
quelle il faudra faire disparaître les doubles signes DA par les 
mêmes procédés déjà employés dans l'article 17 de la Section. ci- 
tée. On aura ainsi, 


SIL ES (E Fe dx+ 2 à HT D zaz) DxDyDz 


+ SCA dx" — n ) DyDz+ S(X'dy"=N dy ) Dx Dz 
+ SN AZ —N dE.) DxDy, 


Faisant donc ces substituti dans le premier membre de 
l'équation générale, elle contiendra premièrement cette formule 
intégrale totale , | 


ST T + AX 7) dx 
+ (a+ Ar — TR) dy 
+ (ASE + AZ '— De) dz | DxDyDz.....(a), 


dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coeffi> 
ciens des variations Jx, dy, d'z, ce qui donnera ces trois égua- 
tions indéfinies pour tous. les points de la masse fluide, 


dx Dà 
A TE e- X, — pa o 
D) 
af + Y) =p = seen o é vèie (A) 
d’z Da 
Age + Z) =o 


Il 
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Il restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles, 


SA'A" — X dx) DyDz 
+ S(x"d9y" — N dy) Dx Dz 
+ S (a"dz" — x'dz') DxDY, 
lesquelles ne se rapportent qu’à la surface extérieure du fluide; et 
Pon en conclura, comme dans Particle 18 de la Section septième 
citée, que la valeur de À devra être nulle pour tous les points 
de la surface où le fluide est libre; on prouvera de plus, comme 
dans l'article 31 de la même Section, que, relativement aux en- 
droits où le fluide sera contenu par des parois fixes, les termes 
des integrales précédentes se détruiront mutuellement, ensorte 
qu’il n’en résultera aucune équation; et en général on démontrera, 
par un raisonnement semblable à celui des articles 32,58 , 59, que 
la quantité À rapportée à la surface du fluide, y exprimera la pres- 
sion que le fluide y exerce, et qui, lorsqu'elle n’est pas nulle, doit 
être contrebalancée par la résistance ou l’action des parois. 


3. Les équations qu’on vient de trouver renferment donc les lois 
générales du mouvement des fluides inéompressibles; mais il y faut 
joindre encore l'équation même qui résulte de la condition de Pin- 
compressibilité du volume DxDyDz, pendant que le fluide se meut; 
cette équation sera donc représentée par d.(DxDyDz) =0, de 
sorte qu’en changeant d en d dans l'expression de À.(DxDyD:) 
trouvée ci-dessus, et égalant à zéro, on aura 


Ddx Dd Ddz 
De + D FD = 0 ....... .. (B). 


Cette équation, combinée avec les trois équations (4) de Par- 
ticle précédent, servira donc à déterminer les quatre inconnues 
x,Y, zet A. 


4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il 
Méc. anal, Tom. JI. 37 
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faut considérer-que les variables x, y, z qui déterminent la po- 
sition d’une particule dans un instant quelconque, doivent appar- 
tenir à-la-fois à toutes les particules dont la masse fluide est com- 
posée; elles doivent donc être des fonctions du temps ż, et des 
valeurs que ces mêmes variables ont eues au commencement du 
mouvement, -ou dans un autre instant donné. Nommant donc &, 
b, cles valeurs de x, y, Z, lorsque 0, il faudra que les valeurs 
complètes dew, y, z soient des fonctions de @, b, c, t. De cette 
manière , les différences marquées parla caractéristique D, se rap- 
porteront uniquement à la variabilité de a, b, c; et les différences 
marquées par l'autre caractéristique d se rapporteront simplement 
à la variabilité de 4. Mais comme dans les équations trouvées il y 
a des différences relatives aux variables mêmes x, y, Z, il faudra 
réduire celles-ci aux différences relatives à a, b, c, ce quiest tou- 
jours possible; car on n’a qu'à concevoir qu'on ait substitué dans 
les fonctions, avant la différentiation, les valeurs mêmes de x, y; Z 
en a, b, c. 

5. En regardant donc les variables x, y, z.comme des fonctions 
de a, b,c, t, et représentant les différentielles selon Ja notation 
ordinaire des différences partielles, on aura 

Ds = Pda + & db + Ed, 


a 

d d d 
Dy = $ da + Z db + Ÿ de, 
Dz = Ë da + $ db + Ñ de; 


et regardant en même temps la fonction À comme une fonction 
de x, y, z, et comme une fonction de 4, b, c, on aura 


4 
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ces deux expressions de DA devant être identiques, si, on. subs- 
titue dans la première les. valeurs de Dx, Dy, Dz en da, db, dc, 
il faudra que les coefficiens de da, db, dc soient les mêmes de 


part et d'autre, ce qui fournira trois équations qui serviront à dé- 


DX Dx Dà da dx dà A 
ter es 
miner les valeurs de 53 SD Has du’ db" de ~- ;0e sera la même 


chose si on substitue pon la seconde expression de DA les va- 
leurs de da, db, dc en Dx, Dy, Dz tirées des expressions de 
ces dernières quantités; alors la comparaison des Ce pes 


de Dx, Dy, Dz donnera immédiatement les valeurs de: 2 5 etc. 


Or, par les règles ordinaires de l'élimination, on a 
da —— sa + “Dr chape 
db = 825+ rares 
de = ETATE 


en supposant 


a = a T >= x Ta -F x 5 
T e a at, 
sap EE, Ve Rx nie 
px EA GX EX E so. 
pgina db airs 
nt entend 


Faisant donc ces substitutions dans ae” 


È da DES WE © 
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et comparant ensuite avec l'expression identique 


Dà Da Da 
D Dx + py PI +D Dx, 


on-aura 


Ainsi substituant ces valeurs dans les trois équations (4) de 
l'article 2, elles deviendront de cette forme, après avoir mul- 
tiplié par 8, | 


dx dà da dx 
ba (HA) DB 7 e=? 
d’ dà dà da R EPOR 
bA + Fa TR TVR (CT 


bA Er a TE = 
où il n’y a, comme l’on voit, que des différences partielles rela- 
tives à &, b, c, 1. 

Dans ces équations, la quantité A, qui exprime la densité, est 
une fonction donnée de a, b, c sans t, puisqu'elle doit demeurer 
inyariable pour chaque particule; et si le fluide est homogène, 
A sera alors une constante indépendante de a, b, c, t. Quant aux 
quantités X, Y, Z qui représentent les forces accélératrices , elles 
seront le plus souvent données en fonctions de x, y, Z; t 


6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme 


plus simple, en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées 
$ 3 dx d dx dy. 
respectivement et successivement par 77» D > par D s , 


d d d z ni i 
p et par Eri, T5 car d’après les expressions de b, «, Ê, y, 
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u’, P, etc. données ci-dessus, il est pes de voir qu’on ‘aura 
| d d nd 1 

=a j HeH a “acute à db FRERE 

+ y" Š; ensuite, BTE + 8 ERE DES yE +y y? 

=H y" Ž =o, ei -a a! 2Y áT a! Fo, et ainsi de suite. De sorte 


que, par ces opérations et ces réductions, on aura les transformées 


Nar TE HX) + +r)Ÿ + +7) —Ÿ=0 


de +2) + +r)$ al: q +2)à \ “ (D): 
a +X) TH +7)? ls Te +2)E = 0 


. On aurait pu parvenir directement à ces derniéres équations, 
en introduisant dans les formules de l’article 2, au lieu des va- 
riations dx, dy, dz, celles des coordonnées de l’état initial d'a, 
db, dc; car en regardant x, y, z comme fonctions de a, b, c, 
on aura 


oP E A EE MEET, 


dy = Z sat Z FFS, 


dz = Fda t G bH T dc. 


On fera ces substitutions dans la formule (a) de Particle 2, et 
on égalera à. zéro les quantités multipliées par. da, db, de, en 
observant que À étant fonction de x, y, z, on a, par rapport 
à. 4550: 


= Da 
dx Da dx cs dz 
Six E+ x parE, 
EDS à 
de Dr RE + DIX EAE 
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On aura tout: de suite les équations dont il s’agit, lesquelles, dans 
lé cas où Xdx +. Ydy + Zdz.est une différentielle complète re- 
présentée par d7, EEN se mettre sous cette forme plus simple , 


bre. da = d'y dz dz d dà 
à de Xati” a ta * dat de > a Pan 
de (y dx dy d da 


I 


â Cr * æ Far * En BF A — 0) 

à TX AEE AE Hz T- T= o 
7. On transformera, d'une manière semblable, l'équation (B) de 
l'article 3; et pour cela, comme, d’après/la remarque de l'article 4, 
les différentielles dx, dy. dz ne sont relatives qu'à la variable t; 
on les réduira d'abord aux différences partielles Edt, F dt, 


E dt} ensorte qué l'équation dont il s’agit étant divisée par di, 
dE dë là forme 


Or , par les formes. trouvées ci - dessus. pour e valeurs de 


Da Da 2 
Dz’ Dy’ etc., on aura pareillement , en substituant 2 Era etc. à 


la place de à, 
mide OA E PER E de 
SE | Ê £ 
DESP d Per TT à 
et coïnme dans le second membre de cette équation, la pe 
est regardée comme une fonction de a, b, ¢, £, om aura. 


dx d 
de 
d : . LA . La . 
-A= CE ainsi des autres différences partielles de x; de 
sorte qu'on aurà simplement 
2 | 
Des 2 dx dx 


DE + KE REX DE EX LR 
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“On trouvera des expressions semblables pour les : 0 de 
p.Ÿ dz i | f 
net 2; ilay aura pour odia qu'à changer, pis là for- 
mule précédente, x en y et z. De e $ 
Faisant donc ces substitutions dans Péquation ci-dessus , elle 


deviendra, après y avoir eflacé le AR Cr ET commun 6, 


dx 
a F5 +8 a Ya 


dy 
SE LA + 8% a + Y dA Aei 


eee z 
u y à y ËZ 
Hali Hena tr ii m A 


Le premier pes de cette équation m'est autre ihoa que 
la valeur de © So. comme ,on peut s’en assurer par la différentia- 
tion actuelle de l'expression de 8 (art. 5). 


Ainsi l'équation devient =, dont l'intégraleest8= fonct.(#, b, c). 


Supposons dans cette équation, 4—0, et soit Æ ce que devient 
alors la quantité 8; on aura K= tongi. (a,b; 2 par conséquent 
l'équation sera =K. | 

Or nous ayons supposé que orsque t=0, ña x=4, y =b, 


d 
z =c; donc on aura aussi alors g = T =o; dE 0, PO) 
d d dz dz dz 
Pi, Z =0, T0, g m ei. Ces valeurs étant subs- 


tituées dans l'expression de @:(art.5), on: a b= 1 ; donc K=1. 
Donc remettant pour 8 sa Lee dans l'équation dont il el 
elle sera de la forme 


dr. dy di de, dy. ds, dx, dyKsdz 
Los 
cer & dz dr dy. dz 
TS PEER Zx — xE = LE): 


Cette me combinée ayec les trois équations (C) ou (D) 
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des articles 5, 6, servira donc à déterminer les valeurs de À, x, 
Y, z en fonctions de &, b, c, t 
Cette équation peut aussi se trouver d’une manière plus simple, 
sans passer par léquation différentielle (B) de Particle 3. En effet, 
l'équation (B) exprime seulement que la variation du volume 
“DxDyDz de la particule Dm est nulle, tandis que le temps £ 
varie; de sorte que la valeur de DxDyDz doit être constante et 
égale à la valeur primitive dadbde. Or nous avons donné dans 
l'article 5 les expressions de Dx, Dy, Dz en da, db, dc; mais il 
faut remarquer que dans la formule DxDyDz, la différence Dz 
doit être prise en y regardant x et y comme constantes; que de 
même la différence Dy doit être prise en regardant x et z comme 
constantes; et qu’enfin la différence Dx suppose y et z constantes, 
ce qui est évident en considérant le parallélipipède rectangle repré- 
senté par DxDyDz. 
Supposons donc d’abord x et y constantes, et par conséquent 
Dy et Dy nuls; on aura les deux équations 


sante 
Xda +5 ® db +F de = 0, 


d'où Pon tire 


ces valeurs, substituées dans l’expression de Dz, donneront 
dz/dx, dy dx d didz, dy dx, ay dž dy > dy dx 
A AM CE A PEE dada” db da” db 
| PAM T dÿn dE 

du ”$ db da dh 


7 9 Phn 


Pour 
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Pour avoir de même la N de Dy on supposera Dx—o et 


Dz =o, ce qui donne dc = o et = da Le T. = db = ð; d'où Pon tire 
dx 


da = — A db, et cette valeur, ainsi que celle de dc =o, étant 
da 

substituées dans ľexpression de Dy, donneront 

dx „dy: dx, dy 

da ” db db da 

SHELL db. 
T 


da 


Dy = 


Enfin pour avoir la valeur de Dx on fera Dy =0, Dz=o0, 
ce qui donne dh=o, de= o, et par conséquent Dx=% da. l 
Multipliant ensemble ces valeurs de Dx, Dy, Dz, on aura 


E e dx dy = dz 
DxDyDz = {nla SRE POTTER x? 


HDE TX I) H a xi dX a) dadde. 
Faisant donc DxDyDz = dadbdc, ọn aura tout de suite Péqua- 
tion (E). 

Il est bon de remarquer que cette valeur de DxDyDz est celle 
qu’on doit-employer dans les intégrales triples relatives à x, y, 
z, lorsqu'on y veut substituer, à la place des variables x, y, Z, 
des fonctions données d’autres variables &, b, c. 


8. Comme les équations dont il s’agit sont à différences partielles, 
l'intégration y introduira nécessairement différentes fonctions ar- 
bitraires; et la détermination de ces fonctions devra se déduire 
en partie de l'état initial du fluide , lequel doit être supposé donné, 
et en partie de la considération de la surface extérieure du fluide, 
qui est aussi donnée si le fluide est renfermé dans un vase, et qui 

Méc. anal. Tom. IL. 38 
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doit être représentée par l'équation A =o, lorsque le fluide est 
libre (art. 2).. 

En effet, dans le premier cas si on représente par =o l’équa- 
tion des parois du vase, < étant une fonction donnée des coor- 
données x, y, z de ces parois, et du temps # si les parois sont 
mobiles, ou d’une forme variable, en y mettant pour ces variables 
leurs valeurs en a, b,c, t, on aura une équation entre les coor- 
données initiales a, b, c et le temps ż, laquelle représentera par 
conséquent la surface que formaient dans l'état initial les mêmes 
particules qui, après le temps £, forment la surface représentée 
par léquation donnée Z —o. Si donc on veut que les mêmes par- 
ticules qui sont une fois à la surface y demeurent toujours et ne 
se meuvent que le long de cette surface, condition qui paraît né- 
cessaire pour que le fluide ne se divise pas, et qui est regue géné- 
-ralement dans la théorie des fluides, il faudra que l'équation dont 
il s’agit ne contienne point le témps 4; par conséquent la fonc- 
tion A de x, y, z devra être telle que £ y disparaisse après la 
substitution des valeurs de +, y, z en a, b,c,t. 

Par la même raison léquation A=0 de la surface libre ne-devra 
point contenir £; ainsi la valeur de À devra être une simple fonc- 
tion de &, b, c sans t. 

Au reste, il y a des cas dans le mouvement d’un fluide qui 
s'écoule d’un vase où la condition dont il s’agit ne doit pas avoir 
lieu; alors les déterminations qui résultent de cette condition ne 
sont plus nécessaires. 


9. Telles sont les équations par lesquelles :on peut déterminer 
directement le mouvement d’un fluide quelconque incompressible. 
Mais ces équations sont sous une forme un peu compliquée, et 
il est possible de les réduire à une plus simple, en prenant pour 

inconnues, à la place des coordonnées x, y, z, les vitesses 
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Z , Ÿ; ss dans la direction des coordonnées, et en régardant ces 


vitesses comme des fonctions de x, y, z, t. 
En effet, d'un côté il est clair que puisque x,7, z sont fonc- 


: STE. ° ; + 
tions de a, b, c, t, les quantités Ts P F seront aussi fonctions 


dés mêmes variables a, b, c, t; donc si on conçoit qu'on subs- 


titue dans ces fonctions les valeurs de a, b, ¢ en x, y, Z tirées de 


ay, S , exprimées en 


celles de x, y, z en &, b, c; on aura sy o 
fonctions de x, y, z ct t. 

D'un autre côté, il est clair que pour la connaissance actuelle 
du mouvement du fluide, il suffit de connaitre à chaque instant le 
mouvement d’une particule quelconque qui occupe un lieu donné 
dans l’espace, sans qu'il soit nécessaire de savoir les états pré- 
cédens de cette particule; par conséquent il suffit d’avoir les va- 


leurs des vitesses > os dE en fonctions de x, y, Z, t 


D'ailleurs ces valeurs étant connues, si on les nomme p, g, 7, 
on aura les équations dx = pdt, dy = qdt, d:=rdt, entre %, J, 
Z, t, lesquelles étant ensuite intégrées, de manière que x, y, Z 
deviennent a, b, c, lorsque £—0, donneront les valeurs mêmes 
de X, J, Z En-a, b,c, t. 

Au reste, si on chasse dé de ces équations différentielles, on 
aura ces deux-ci pdy =qdx , pdz = rdx , lesquelles expriment la 
nature des différentes courbes dans lesquelles tout 1è fluide se meut 
à chaque instant, courbes qui changent de place et de forme d’un 
instant à l’autre, 


10. Reprenons donc les équations fondamentales (2) et (B) des 
articles 2 et 5, et introduisons- y les variables p=%, q=% 


dz ; a 
r= 7,» regardées comme des fonctions de x, y, Z, £ 
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d'y! d'z, E 
Il est clair que les quantités $Z =» g> q peuvent être mises 


dx dy dz 
la form purs d pe les lquantités pA dint 
sous la forme —5—, ~ > -gr » où les q és Tr MTS 


censées des fonctions de a, b, c, £ 
En les regardant donc comme telles , on aura pour la différence 
dx dx „dx d nie 


d.=- 
“dt dt 
due To ET da+ -iy ns de, et ainsi des 
autres; mais en les regardant comme Ars de XoF piZ taet 
les désignant par p, g, r, leurs différences complètes seront 
d P dt+ iÈ dx+T dp: y dy Rdz; et ainsi des autres différences; 
de si dans ces La es expressions on met pour dx, dy, dz 


leurs valeurs en a, b, c, t, il faudra qu’elles deviennent iden- 
tiques avec les premières; mais x is Ses comme fonction 


de a, b, c, t, on à dx = dt +E zda 2ÈT dd+ € de, où $E est 


évidemment — p, en sébpopant quo, mette dans p les valeurs 
de xX, y, z'en a, b,c,t. 


Ainsi on aura dx =pdt+? T T da + etc.; et de même 
dy = qdt + H da + etc., dz = ripy da da + etc. 


Substituant ces valeurs dans l’expression de la différence 


complète de a , les termes affectés de de TON een - 
(3 "2 = P +7 T e dr de lesquels devant être identiques avecle 
a. Æ de 
terme correspondant —7— CAPTER ou bien © SE Z dt, on aura 
d’ 


dx dp dp dp dp. 
de m d Pae Pa NS 
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et Pon trouvera de la même manièré 


dy dq dq dq „dq 

| Ms AP de dy À in 

dz __ dr dr dr dr, 

wna th Rd a 

On fera donc ces substitutions dans les équations (4); et 


A r , Dr. Da., Da 
comme dans ces mêmes équations les termes 54> Dy’ D 


présentent des différences partielles de A, relativement à x, Y; z, 
en supposant £ constant, on y pourra changer la caractéristique 
D en d. 


On aura ainsi les transformées 
VE ae. ARR: E PE Le 
AGEHP EE HE rE) pTO, 
dq dg dg .dq LL da 
Cru 2 mt rem: Y) dy = oO MALTE C DA 
Hydr dr dr ue GAFNIY 
ANE A Pida meo lela na an 
A l'égard'de l'équation (B) de Particle 3, dans laquelle les diffé 
rences marquées par d sont relatives à #, et celles qui sont nrar- 
quées pat D sont relatives à x, 7,2, il Wy aura qu'à y méttre à 
Ja place de dx, dy, dz, leurs valeurs pdt, qdt, rdt,'et changeant 
la caractéristique D en d, puisque la caractéristique est indiffé- 


rente dans les différences partielles, on aura sur-le-champ, à cause 
de dt constant, 


HZ = Os. (G). 


On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les 
équations (C) où (D) et (E) auxquelles elles répondent, ainsi il 
convient de les employer de préférence dans la théorie des fluides: 

Ces quatre équations (Æ) et (G) donneront p,q, r et en fonc- 
tions de x, y, z et de ż, regardé comme constante dans leur inté- 
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gration. Et si on voulait ensuite avoir les valeurs de x, y, z en 
fonctions de £ et des coordonnées primitives a, b, c, comme dans 
la première solution, il wy aurait qu'à intégrer les équations 


dx=pdt,  dÿ—qdt,  dz=rdt, 


en y introduisant comme constantes arbitraires les valeurs initiales 
a,b ib de'x, y; z, 


11. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quan- 
tité A qui exprimé la densité, est tout-à-fait constante; Cest le cas 
le plus ordinaire, et le seul que nous examinerons dans la suite,- 

Mais dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une 
fonction constante relativement au temps £ pour la même particule, 
mais variable d’une particule à Pautre, selon une loi donnée. Ainsi 
en considérant le fluide dans l’état initial, où les coordonnées x, 
Y,z sont a, b, €, la quantité A sera une fonction donnée et con- 
nue de æ, b, c; donc si on regarde A comme fonction dex,#7, 
z ett, il faudra! qu'en y substituant les valeurs de x, y, zen fonc- 
tions de a, b, cet t, la variable £ disparaisse, et par conséquent 
que la différentielle de A par rapport à # soit nulle. On aura donc, 
à cause de x; y, Z fonctions de #, l'équation 


da: dr da dz 
THE DH X RE Ge X di = 09 


TE? y x leurs valeurs p, 9, r 


Ainsi on aura léquation 


où il faudra mettre pour d 


THP tam trgm o (E), 


qui servira à déterminer Pinconnue A dans les équations (F), 
parce que dans ces équations on doit traiter A comme une fonc- 
tion de x, y, # . 
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A cet égard, elles sont moins ayantageuses que les équations 

(C) ou (D), dans lesquelles on peut regarder A,comme une fonc- 
tion connue de a, b, c. 


12. Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, 
il faudra l'appliquer aussi à la fonction Z, en tant que Z =o 
est l'équation des parois du vase, et qu'on suppose que le fluide 
contigu aux parois ne peut se mouvoir qu'en coulant le long de 
ces parois, de manière que les mêmes particules restent toujours 
à la surface. Car cette condition demande, comme on l'a vu dans 
l'article 8, que- devienne une fonction de a, b; c sans t; de 
sorte qu’en regardant cette quantité comme une fonction de x, #, 
z, t, on aura aussi l'équation 


dA dA dA dA 
De HP tp TE = OA) 


Pour les parties de la surface où le fluide sera libre, on aura 
l'équation A= o (art. 2); il faudra, par, conséquent, pour satisfaire 
à la même condition ; relativement à cette surface, que l'on 
ait aussi à ‘ 


d. d. dà . 
DEPL rip HTT O0 AI EPRS); 


15. Voilà les formules les plus générales et les plus simples 
pour la détermination rigoureuse du mouvement des fluides. La 
difficulté ne consiste plus que dans leur intégration; maïs-elle est 
si grande que jusqu’à présent on a été obligé de se contenter , 
même dans les problèmes Jes plus simples, de méthodes parlicu- 
lières et fondées sur des hypothèses plus ou moins limitées. Pour 
diminuer autant qu'il est possible cette difficulté, nous allons-exa- 
miner comment et dans quels cas ces formules peuvent encore 
être simplifiées; nous en ferons ensuite l'application à quelques 


304 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
questions sur le mouvement des fluides dans des vases ou ‘des 
canaux. i 


14. Rien n’est d’abord plus facile que de satisfaire à Péquation (G) 


de ru) 10; car en faisant p = = 0 z „elle devient 


K saa —- RE f pas g3 ==0o, laquelle est intégrable relativement à z3 


et donne r=— 1 — 4 ; il n’est point nécessaire d’ajouter ici une 
dx dy 


fonction arbitraire, à cause des quantités indéterminées æ et ĝ, 
Ainsi l'équation dont il s’agit sera satisfaite par ces valeurs 


du d8 da de 
P= IEE Ey 
lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) 
du même article, il n’y aura plus que trois inconnues, æ, Bet; 
et même il sera très-facile d'éliminer À par des différentiations par- 
tielles. De sorte que de cette manière, si la densité A est cons- 
tante, le problème se trouvera réduit à deux équations uniques 
entre les inconnues æ et B, et si la densité A est variable, il y 
faudra joindre l'équation (Z7) de l’article 11. Mais l'intégration de 
ces équations surpasse les forces de Panalyse connue. 


15. Voyons donc si les équations (F), considérées en .elles- 
mêmes, ne sont,pas susceptibles de quelque simplification. 


En ne considérant dans: la fonction À que la variabilité de x, 
y» Z, ona dÀA = Te dx s Rd +R dE : 


dA da AA 
Donc substituant pour EAk r leurs valeurs tirées de ces 


équations, on aura 


dx 
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dà = CAE ES Ad% 
+(3+p ES ra l4 Y) Ady 
T (T ein EE 


Le premier membre de cette équation étant une différentielle 
complète, il faudra que le second en soit une aussi, relativement 
à x, y, z; et la valeur de À qu’on en tirera satisfera à la fois aux 
équations (F). 

Supposons maintenant que le fluide soit homogène , ensorte que 
la densité A soit constante ; et faisons-la, pour plus de simplicité, 
égale à lunité. 

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient 
telles que la quantité Xdx + Ydy+ Zdz soit une différentielle 
complète. Cette condition est celle qui est nécessaire pour que le 
fluide puisse être en équilibre par ces mêmes forces, comme on 
la vu dans Particle 19 de la Section septième de la première par- 
tie. Elle a d’ailleurs toujours lieu, lorsque ces forces viennent d’una 
ou de plusieurs attractions proportionnelles à à des fonctions quel- 
conques des distances aux centres, ce qui est le cas de la nature, 
puisqu’en nommant les attractions P, Q, R, etc:, et les distances 
P, q, T, etc., on à en général 


Xdx+ Ydy + Zdz=Pdp+ Qdq +-Rdr+etc., 
(Part. I, Sect. V, art), Faisant donc A =1, et 
Xdx + Ydy + Zdz = Pdp + Qdq + Rdr+etc.=d?, 


l'équation précédente deviendra 
Méc. anal. Tom. IL. 59 
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C8 € P+pE+a + r P) dx 
de F+PÉ +R tray 

+ M epltq re de: (D) 


et il faudra que le second membre de cette équation soit une 
différentielle complète, puisque le premier en est uñe. Cette équa- 
tion équivaudra aussi aux équations (F) de Particle 10. 


nie ne 


Or en considérant la différentielle de , prise relative- 


ment à x, y, z, il n’est pas difficile de voir qu’on peut donner 
au second membre de l'équation dont il s’agit, cette forme : 


EMELED ie A LT dr "dz 
+ (FE) ax —pdy) + (PT) (rds — pds) 
+ (ET) dy —qdz); 


et on voit d’abord que cette quantité sera une différentielle com- 
plète , toutes les fois que pdx + qdy + rdz E sera elle-même ; car 
alors sa différentielle par rapport à £, savoir, + P dx+ zi AEEA dr dz 


le sera aussi, et de plus, les conditions connues de Pintégrabilité 


dp_. dq dp dr dq drug 
donneront dde d — de — 0) ren 


D'où il s'ensuit qu'on pourra satisfaire à l'équation (L) par la 
simple supposition que pdx + gdy + rdz soit une différentielle 
complète ; et le calcul du mouvement du fluide sera par là beau- 
coup simplifié. Mais comme ce n’est qu'une supposition particu- 
lière, il importe d'examiner, avant tout, dans quels cas elle peut 
et doit avoir lieu. 


SECONDE PARTIE, SECTION XI. ‘307 
16. Soit, pour abréger , 


dp dr dq dr 


dy ` dx? B= TR? YEr dy? 
il ne s’agira que de rendre une différentielle exacte la quantité 


P dx Leger! a dy ET -dz 
+ a (qdx — a -+ (rdx — Dé) + y(rdy — qd). 
En regardant p, g, r comme des fonctions de ż, on peut supposer 
P=P EP FPE FPE FRE, 


g=q + gt + qe + QE + ete., 
r= r + rt + r" LE rs D ete., 


les quantités p', p"; pr, etc.; q', qh q”, ete; r, r.r", etc. étant 
des fonctions de x, y, z sans £. 
Ces valeurs étant substituées dans les trois quantités æ, 8,7, 
elles deviendront 
a = a" + a"t + all HE at  eto., 
B A L' + Bt + B'e + BE + etc. , 
y = y + yt + VE + y" + etc, 


en supposant 


gd dt qui dr 


Ainsi la quantité P dx + % dy + & di Ha dx — pdy) + 
dt dt q pay 


B(rdx — pdz) +- y (rdy — qdz) deviendra, après ces différentes 
substitutions, et en ordonnant les termes par rapport aux puis- 
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sances de ż, ; 
p'dx + g'dy -+ 7"dz 

yat PE Pris Piy t VOT It) 
+ t[2 (p”dx + g''dy == r”dz) 

+a/(g'dx — p'dy) + B'(r'dx — p"dz) + y (r"dy — q"dz) 

—+a"(q'dx — p'dy) + B'(r'dx — p'dz ) + y"(r'dy — q'dz)] 
+5 (p"dx+ g'dy + r”dz) 

=i a'(q" dx — pdy) -+ B (r"dx — p"dz) -L y'(r”dy pans q"dz) 

+ a'(q"dx — p'dy) + B'(r"ds — pdz) + y'(r"dy — q'dz) 

A +a""(q'dx — p'dy) + B'(r'dx — p'dz) s y"(r'dy aer q'dz)) 

-H etc.; | 
et comme cette quantité doit être une différentielle exacte, indé- 
pendamment de la valeur de ż, il faudra que les quantités qui 
multiplient chaque puissance de ż, soient chacune en particulier 
une différentielle exacte. 

Cela posé, supposons que p'dx + q'dy + r'dz soit une différen- 
tielle on aura, par les théorèmes connus, - 

eiai jiii dj _dr, 
T dr? dE ARE dz — =J > 
done, æ — 0, =o, y =0; donc la première quantité, qui doit 
être une différentielle exacte, se réduira à p"dx + q"dy + r'dz; et 
Von aura par conséquent ces es de condition «" =o, 
B"=0, y'=0. 

Alors la seconde quantité, qui doit être une différentielle exacte, 
deviendra 2( pdx + g"'dy + r”dz); et il résultera de là les nou- 
velles équations &”— o, B"=0, y" =o. Desorte que la troisième 
quantité, qui doit être une différentielle exacte, sera....... 
5 ( p“dx + q'"dy + rdz) ; d'où l'on tirera pareillement les équa- 
tions t= o, B"—0o, %7 = o, et ainsi de suite. Donc si 


p'dx+ qg'dy +r'dz est une différentielle exacte, il faudra que 
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P'dx+-g'dy+r"'dz, p'dx+q"dy+r"dz, p''dx+-q"'dy+r"dz, ete. 
soient aussi chacune en particulier des différentielles exactes. Par 
conséquent la quantité entière pdx + gdy +rdz sera dans ce cas 
une différentielle exacte, le temps # étant supposé fort petit. 


17. Il s'ensuit de là que si la quantité pdx + qdy + rdz est 
une différentielle exacte lorsque 4—0, elle devra l'être aussi 
lorsque £ aura une valeur quelconque; donc en général, comme 
l'origine des £ est arbitraire, et qu’on peut prendre également # 
positif ou négatif, il s'ensuit que si la quantité pdx +qdy +rdz 
est une différentielle exacte dans un instant quelconque, elle de- 
vra l'être pour tous les autres instans. Par conséquent, s’il y a un 
seul instant dans lequel elle ne soit pas une différentielle exacte, 
elle ne pourra jamais l'être pendant tout le mouvement; car si 
eile l'était dans un autre instant quelconque, elle devrait l'être 
aussi dans le premier. 


18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors 
P=0, q=0, r—0, lorsque t=0; donc pdx+qdy+rdz sera 
intégrable pour ce moment, et par conséquent devra l'être tou- 
jours pendant toute la durée du mouvement. ` 

Mais s’il y a des vitesses imprimées au fluide, au commencement, 
tout dépend de la nature de ces vitesses, selon qu’elles seront 
telles que pdx + gdy + rdz soit une quantité intégrable ou non; 
dans le premier cas, la quantité pdx + qdy + rdz sera toujours 
intégrable ; dans le second, elle ne le sera jamais. 

Lorsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion 
quelconque sur la surface du fluide, comme par l’action d’un pis- 
ton, on peut démontrer que pdx+qdy + rdz doit être intégrable 
dans le premier instant. Car il faut que les vitesses p, q, r, que 
chaque point du fluide reçoit en vertu de l'impulsion donnée à la 
surface, soient telles, que si on détruisait ces vitesses, en impri- 
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mant en même temps à chaque point du fluide des vitesses égales 
et en sens contraire, toute la masse du fluide demeurât en repos 
ou en équilibre. Donc il faudra qu’il y ait équilibre dans cette 
masse, en vertu de impulsion appliquée à la surface, et des yi- 
tesses ou forces — p, —q,—r, appliquées à chacun des points 
de son intérieur; par conséquent, d’après la loi générale de l’équi- 
libre des fluides ( Partie première, Section septième, article 19), 
les quantités p, q, r devront être telles que pdx+-qdy+rdz soit 
une différentielle exacte. Ainsi dans ce cas la même quantité de- 
vra toujours être une différentielle exacte dans chaque instant du 
mouvement, 


19. On pourrait peut-être douter s’il y a des mouvemens pos- 
sibles dans un fluide, pour lesquels pdx + gdy + rdz ne soit pas 
une différentielle exacte. 

Pour lever ce doute par un exemple très-simple, il n’y a qu'à 
considérer le cas où Pon aurait p—gy, q=—2x, r=0,g étant 
une constante quelconque. On voit d’abord que dans ce cas 
pdx+qdy+rdz ne sera pas une différentielle complète, puis- 
qu’elle devient g(ydx—xdy), qui n’est pas intégrable ; cependant 
l'équation (L) de. Particle 15 sera intégrable d’elle-même; car on 


dq 


aura gE 8, g ~ g, et toutes les autres différences partielles 
de p et q seront nulles; de sorte que Péquation dont il s’agit 
dà — dy =— eeds + ydy), 
dont l'intégrale donne 
À= yE (x° + y*) + fonct. t, 


valeur qui satisfera donc aux trois équations (F) de Particle 10. 
A l'égard de l'équation (G) du même article, elle aura lieu aussi, 


> , dp dq dr 
puisque les valeurs supposćes donnent = = 0, a Le 
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Au reste, il est visible que ces valeurs de p, q, r représentent 
le mouvement dun fluide qui tourné autour de l'axe fixe des coor- 
données z, avec une vitesse angulaire constante et égale à g; et 
Pon sait qu'un pareil mouvement peut toujours avoir lieu dans 
un fluide. 

On peut conclure de là que dans le calcul des oscillations de la 
mer, en vertu de l'attraction du soleil et de la lune, on ne peut 
pas supposer que la quantité pdx + gdy + rdz soit intégrable , 
puisqu'elle ne lest pas lorsque le fluide est en repos par rapport 
à la terre, et qu'il wa que le mouvement de rotation qui lui est 
commun avec elle. 


20. Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré 
que la quantité pdx + gdy + rdz doit être une différentielle com- 
plète, voyons comment d’après cette condition, on peut résoudre 
les équations du mouvement des fluides. 

Soit donc 


pdx + qdy + rdz = dọ, 


® étant une fonction quelconque de x, y, z et de la variable z, 

laquelle est regardée comme constante dans la différentielle dọ, on 
UP pu E d 

aura donc p = TT, q = D: et substituant ces valeurs. 


dans l'équation (ZŁ) de Particle 15, elle deviendra 


t 
d' de de dọ A PE N h, 
E Taat HY 


dọ dọ dọ de dọ- de 
HEHE De FR gti as )de, 


i Les dọ e d dọ , de dọ 
da — d7 = (p Hi ete dedy TT 


dont l'intégrale, relativement à x, y, z, est évidemment 


as = R +! VE (E+ +i- 
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‘On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de t, puisque cette 
variable est regardée dans l'intégration comme constante; mais 
j'observe que cette fonction peut être censée renfermée dans la 
valeur de ®; car en augmentant ¢ d’une fonction quelconque T 
de #, les valeurs de p, q, r demeurent les mêmes qu'auparavant, 
et le second membre de l'équation précédente se trouvera aug- 


menté de la fonction LD qui est arbitraire. On peut donc, sans 


déroger à la généralité de cette équation, se dispenser d'y ajou- 
ter aucune fonction arbitraire de £. 
On aura donc par cette équation, 


(a Ọ do 
AAE EEG) Ea T 2); 
valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (F) de l’article 10; 
et la détermination de ọ dépendra de l'équation (G) du même article, 


de de de 


laquelle, en substituant pour p, q, r leurs valeurs +, Jy? da’ 


deyient 
d’ r aio 
$ ; D R 9: 


Ainsi toute la difficulté ne consistera plus que dans Pintégra- 
tion de cette dernière équation. 


21. Il y a encore un cas très-étendu, dans lequel la quantité 
pdx + qdy + rdz doit être une différentielle exacte; c’est celui 
où l’on suppose que les vitesses p, q, r soient très-petites, et 
qu'on néglige les quantités très-petites du second ordre et des ordres 
suivans. Car il est visible que dans cette hypothèse, la même équa- 
tion (Æ) se réduira à 


da — dy = ? Pira 1 dy + Ẹ.dz, 


où lon voit que 5 P dx ph i qad ay © dz deyant être intégrable re- 
lativyement 
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lativement à x, y, z, la quantité pdx + gdy+- rdz devra l'être 
aussi. On aura ainsi les mêmes, formules que dans l’article précé- 
dent, en supposant ọ une fonction très-petite et négligeant les se- 
condes dimensions de @ et de ses différentielles. 

On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes 
de x, y, z pour un temps quelconque. Car il n’y aura pour cela 
qu’à intégrer les équations dx=—pdt, dy=qdt, dz=rdt (art. 9), dans 
lesquelles, puisque p, q, r sont très-petites, et que par conséquent 
dx, dy, dz sont aussi très-petites du même ordre vis-à-vis de dé, 
on pourra regarder x, y, z comme constantes par rapport à 4. De 
sorte qu’en traitant £ seul comme variable dans les fonctions p, 
q, r, et ajoutant les constantes a, b, c, on aura ‘sur-le-champ 
x= à +f pdt, y =b+ fqdt, z= c+ frdt. Donc faisant, pour 
abréger, © = /pdt, ét changeant dans ® les variables x, y, z en 
a, b, c, on aura simplement 


LA do do do 
x=4 + z? J=bHG: 2=0+7, 


où la fonction ® devra être prise de manière qu’elle soit nulle 
lorsque ¿= 0, afin que a, b, © soient les valeurs initiales de 
LE AU 2 

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les pe- 
tites oscillations. 


22. En général, lorsque la masse du fluide est telle que Pune 
de ses dimensions soit considérablement plus petite que chacune 
des deux autres, ensorte qu’on puisse regarder, par exemple, les 
coordonnées z comme très-petites vis-à-vis de x et y; cette circons- 
tance servira dans tous les cas à faciliter la résolution des équa- 
tions générales. 

Car il est clair qu’on pourrait donner alors aux inconnues p, 

Méc. anal. Tom. IL. 40 
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q; T, A la forme suivante : | 
P = p + pr + pz" + etc., 
q = q! + g'z + q'z + etc., 
PÈ r +rz<+ r"z + etc., 
A = ATH Az + Alzs +. etc., 


dans lesquelles p', p", etc.; g', g", etc. ; r',.r”, etc.;. A, A", etc. 
seraient des. fonctions de x, y, é sans z; de sorte qu’en faisant 
ces substitutions, on aurait des équations en séries , lesquelles ne 
contiendraient que des différences partielles relatives à x,y, & 
Pour donner là-dessus un essai .de ‘calcul, supposons de nou- 
veau qu'il ne s’agisse que d’un fluide homogène , où A = 1; et 
commençons -pari substituer les. valeurs précédentes. dans l’équa- 
tion (G) de l'article 10, et ordonnant les termes par rapport à z, 
on aura 
— dp jp dd 1 
d n d n 
rte) 
dp” dq” 
DJ fp nés Se LS 1% 
HAE + omi 
+ etc. 


De sorte que, comme p’, p", etc.; q', q", etc. ne doivent point 
contenir z, on aura ces équations particulières, 


RE oc: TE 0S 


dx dy 

dp” dq" n 4 

fn + + ar = 0; 

dp” dq” W 

da Siap + Ir = O, 
etc., 


par lesquelles on déterminera d’abord les quantités r”, MAEA E 
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et les autres quantités 7’, p', p", etc.; q', q", etc. démeureront 
encore indéterminées. 


On fera les mêmes substitutions dans l'équation (£) de Particle 15, 
laquelle équivaut aux trois équations (Æ) de l’article 10, et il est 
aisé de voir qu’elle se réduira à la forme suivante : 
dà — dV = adx + Bdy + ydz + z (a'dx + B'dy + y'dz) 

+z (a"dx + B'dy+7"dz)+ etc., 


en faisant, pour abréger , 


2% tP PHLF Aari E 

B= F E A EE Tr 

=E Ep Do de PAR 

“= a + p' de 53 PE + gd 3 A +93 T+ 2rp"+ rip! 

B= Fp Epi i +q i + g' “4 ag" +r", 
di TA 


oE an AMEE TE EP E Epe 


et ainsi de suite. 


Donc pour que le second membre de cette équation soit inté- 
grable, il faudra que les quantités 


adx + ßdy , 
ydz + z(æ«'dx + B'dy), - 
y'zdz + 2° (a"dx + B'dy), 
etc., 


soient chacune intégrable en particulier. 
Si donc on dénote par w une fonction de x, y, € sans z, on 
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aura ces conditions : 


dæ dæ dy dy 
EE B dy? a = T RER 
Hs dy. na d 
æ = adx? B — ady? etc. 


Alors l'équation intégrée donnera 
a= V+ a+ yz + i ya + ete, 


et il ne s’agira que de satisfaire aux conditions précédentes, par 
le moyen des fonctions indéterminées w, 7’, p', p", etc.; q’, g", etc. 
Le calcul deviendrait plus facile encore ; si les deux variables 
y et z étaient très-petites en même temps, vis-à-vis de x; car 
on pourrait supposer alors 
P=P+Py+p'z+p'y + pYyr ett, 
DE T4 + L'ART k gyet , 
S Ara Pr y ed Ta ryg ete., 
Jes quantités P'; P", ête.; g', g", etc.; 7, 7", etc. étant de simples 
fonctions de x. 
Faisant ces substitutions dans léquation (G), et égalant sépa- 


rément à zéro les termes affectés de y,z et de leurs produits, 
on aurait 


d 4 
+ g) +r" = o, 
w + 2q" + r = o, 
etc. 
Ensuite l'équation (Z) deviendrait de la forme 


dà — dF = adx + Bdy + ydz + ya" dx + B'dy + y'dz) 
-+z («"dx + B"dy + y"dz) + etc. 
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en supposant ji 
= + p EE + gp" Erp, 
B= + PE + gg" + rg, 
RTC CCE NUE 
= Hp E Fe Hadpr gp Fro Erp", 
etc., | 


et Pon aurait pour lintégrabilité de cette équation les conditions 


dg dy ; À 
! 17 » e 
a =, * =g elc., moyennant quoi elle donnerait 


à = Y + fadx + By + 3z + ete.” 

Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le 
moyen des substitutions, en introduisant à la place des coordon- 
nées x, y, z d'autres variables £, #, č, lesquelles soient des 
fonctions données de celles-là; et si, par la nature de la ques- 
tion, la variable ¢, par exemple, ou les deux variables # ct É 
sont très-petites vis-à-vis de £, on pourra employer des réduc- 
tions analogues à celles que nous venons d'exposer. 


§ IL 


Du mouvement des fluides pesans et homogènes dans des vases 


ou canaux de figure quelconque. 


25. Pour montrer l’usage des principes et des formules que nous 
venons de donner, nous allons les appliquer aux fluides qui se 
meuvent dans des vases ou des canaux de figure donnée. 

Nous supposerons. que Je fluide soit homogène et pesant, et qu'il 
parte du repos, ou qu'il soit mis en mouvement par l'impulsion 
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d’un piston appliqué à sa surface; ainsi les vitesses: p, q; r de 
chaque particule, devront être telles que la quantité pdx+-gdy+rdz 
soit intégrable (art. 18); par conséquent on pourra employer les 
formules de Particle 20. 

Soit donc ọ une fonction de x,y, z et {, déterminée par 
équation e i Sa 

tg À de 0) 

on aura d’abord pour les vitesses de chaque particule, suivant 
les directions des coordonnées x, y, z, ces expressions, 


eh de om. pe 
PR T= dy? DER 


Ensuite on aura 


er D) 
quantité qui devra être nulle à la surface extérieure libre- du 
fluide (art..2). | 

Quant à la valeur de Z7 qui dépend des forces accélératrices 
du fluide (art. 15), si on exprime par g la force accélératrice. de 
la gravité, et qu'on nomme £, n, € les angles que les ‘axes des 
coordonnées x, y, z font avec la verticale menée du point d'in- 
tersection de ces axes, et dirigée de haut en.bas, on aura..... 

=— g cosý, Y——pgeosr, Z = — g cos{; je donne le signe 
— aux Valeurs des forces X, Y, Z, parce que ces forces sont sup- 
posées tendre à diminuer les coordonnées x, y, z. Donc puisque 


dy = Xdx + Ydy + Zdz, on aura en intégrant, 
P = — gx cosË — gy cosn — gz cos. 
24. Soit maintenant z—«, ou z—2=0, l'équation d'une des 


parois du canal, æ étant une fonction donnée de x, y sans z ni t. 
Pour que les mêmes particules du fluide soient toujours contiguës 
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à cette paroi, il faudra remplir Péquation (1) de Particle 12, en y 
supposant Z =z— 4%. On aura donc à 
de + de Frs du __ 
dz © * Pr dy * y 
équation à laquelle devra satisfaire la valeur z = «a. Chaque paroi 
fournira aussi une équation semblable. 
De même puisque À = 0 est l'équation de la surface extérieure 
du fluide , pour que les mêmes particules soient constamment dans 
cette surface, on aura l'équation 


dà dọ da dọ dà de da 

d ds À da T Aid hada niun 
laquelle devra avoir lieu et donner par conséquent une même ya- 
leur de z que l'équation à= o. Mais cette équation ne sera plus 
nécessaire dès que la condition dont il s’agit cessera d’avoir lieu. 


25. Cela posé, il faut commencer par déterminer la fonction @. 
Or l'équation d’ou elle dépend n'étant intégrable en général par 
aucune méthode connue, nous supposerons que l’une des dimen- 
sions de la masse fluide soit fort petite vis-à-vis des deux autres, 
ensorte que les coordonnées z, par exemple, soient trés-petites 
relativement à x et y. Par le moyen de cette supposition, on pourra 
représenter la valeur de ø par une série de cette forme : 


p = P + zo" + zro" + 29" H ete., 
où ®', ?’, ọ", etc., seront des fonctions de x, y, £ sans z. 
Faisant donc cette substitution dans l'équation précédente, elle 


deviendra 
Te +9 A 20" 


ty + a.5p) 
Re TE + 549 ) + ete. = o 


“+ 
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De sorte qu’en 'égalant séparément à zéro les térmes affectés 
des différentes puissances de z, on aura 


do'ur 5:00". 0 1 


LS usé 2.5dx° 2.3 dy 
RL nome.” à 
Qu diaga a 
2] dig’. dig’ 
q 3.3.4dnt T 3.4dædy' 3: Te = 2.3.4dyt? 
etc. 


Ainsi l'expression de @ deviendra | 
defie e Aronga 
P a AL zia zot 2.3 TT dy 

zt adig. de 
F584 NE dupe dady T pr) Aus? 


dans laquelle les fonctions ọ' et g" sont indéterminées , ce qui 
fait voir que cette expression est l'intégrale complète de léqua- 
tion proposée. 

Ayant trouvé l'expression de @, on aura par la différentiation 


celles de p, q, r, comme il suit : 


2— DHL Ti ie) 
| T i es + dr cit 
En di Ge 
— = = M et Es -+ etc., 
r= k me" = (EF ae + 


a dig 7 adig" 
H 2.5 an E dy +3 r CAES 
Et 
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Et substituant ces valeurs dans Pexpression de à de l'article 25, 
elle deviendra de cette forme : 


A = A+ zA" H gra DE SAT LL etc. 
dans laquelle kè i 
. di f 
à! = — g(x cos E + y COS n) + Hi 
1 lla 
Æ+: (EY +2", 
NZ — gcos + Fr A 


d'o de 


de de" " 
HE HE XP —e z 


aw'=—i (iha E3 a y. i 


role rep) ds 4 


1 dg / PE de" 
ES dy Fe +F) ai TE dy” 
d’ọ' de" 
2 z0 dx* dy* 


- 
et ainsi de suite. 

26. Maintenant si z—#« est l'équation des parois, æ étant 
une fonction fort petite de x et y sans z, l'équation de condition 
pour que les mêmes particules soient toujours contiguës à ces pa- 
rois (art. 24) deviendra, par les substitutions précédentes, 


ie de _ de’ 


EN TE AE 
SU KX Tr dx — dy XF Moi 
de ++ ose dg" da 
z k + LE a * T, 
1 d'o" , dọ -n de Ai da 
Er EF EUR e D Car De Ko t ad 
-} etc., 


Méc, anal, Tom. IL, 41 
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laquelle devant avoir lieu, lorsqu'on fait z= a, se réduira à cette 
forme plus simple, 


dọ de’ dọ" , de" 
à Siae tedy er en 
? de Dot ce 
F g E A degt 5 
2,8dz 2, Amu 7 6dy 
+ etc. = 0O, 


et il faudra que cette équation soit vraie dans toute l'étendue des 
parois données. 


27. Enfin l'équation de la KE te extérieure et ei du fluide 
étant A= 0, sera de la forme 
NH ZA" LE ZAA H SANT A ete: = 0 ; 
` et l'équation de condition , pour que les mêmes particules demeurent 
à la surface (art. 24), sera 


dx do’ dx de’ dx i 
dr ade eae AS 
dx, de” dx de |, d» 
d kig Ra E 5 
rE egian] 
a rD" dọ" ds de 
LCR Ext da a 
undo da" 1. /d'@° do" dx 
iee THE CR. T 
por (és 
Aea 
Na (2 " Haav J 
(IEEE )> 2 n #2 
+ ete. = o. 


-Chassant Z de ces deux équations, on en aura une qui devra 
subsister d'elle-même, pour tous les points de la surface extérieure. 
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Application de ces formules au mouvement d'un fluide qui 
coule dans un vase étroit et presque vertical. 


28. Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vasé 
étroit et à peu près vertical, et supposons, pour plus de simpli- 
cité, que les abscisses x soient verticales et dirigées de haut en 
bas , on aura (art. 25), £=0, n—go°, {—go° ; donc cos£—1, 
cos% = 0; COS 0. i 

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu'il est 
possible, que le vase soit plan, ensorte que des deux ordonnées 
y et z, les premières y soient nulles, et les secondes z soient 
fort petites, | 

Enfin, soient z=—« et z—/f les équations des deux parois du 
vase, æ et Ê étant des fonctions de x connues et fort petites, 
On aura, relativement à ces parois, les deux équations (art. 26), 


de’ a dọ" 
"e . Fr 
orea n anp e Poetai 
d.a a.e 
" sa Se = 
DaS e als “Fete. -= 0, 


lesquelles serviront à déterminer les fonctions @' et ọ". 
Nous regarderons les quantités z, æ, B comme très-petites du 
premier ordre, et nous négligerons, du moins dans Ja première 


approximation, les quantités du second ordre et des ordres sui- 
vans. Ainsi les deux équations précédentes se réduiront à celles-ci: 


r do 
; de i d.e T; 
o" AE — 0 @" = 0 
FERRER, dx ? 


lesquelles, étant retranchées l’une de Pautre p ‘donnent:.:....,, 


_ 
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d. (a gae 8) do $ 3 S F Ś do | a 
— "= 0, équation döùt l'intégrale est («—£8) 7; —8, 8 étant 
une fonetion arbitraire de £, laquelle doit être très-petite du pre- 
mier ordre. 


Or il visible que «— £ est la largeur horizontale du vase, que 
} 


4 
nous représenterons par y. Ainsi on aura = =) et intégrant 


: : d. JOINT 
de nouveau, par rapport à x, ® —=8 she +, en désignant par + 
une nouvelle fonction arbitraire de £. 


Si on.ajoute ensemble les mêmes équations, et qu’on fasse 


a zde l 
« +8 EN " "var ° 
= =p, on en tirera P—=—7—, OU en substituant la yaleur 


i d. 
` Jde SE » ọ"=9 z2- D'où l'on voit que puisque y, m, 6 sont dés 
quantités très-petites du premier ordre, 9" sera aussi très-petite 
du même ordre. 
Donc en négligeant toujours les quantités du second ordre, on 


aura, par les formules de Particle 25, la vitesse verticale 


/ (d A : 
Pp—= E=, la vitesse horizontale 


ar END à 
do y ‘y 0 fdu y 
ME E RCA R EL GO pE N Aiad tes 
pgr rs 2 = (+ Ge) ) 
Ensuite, à Cause de cos /{ =o la quantité à” sera aussi très- 
petite du premier ordre. Par conséquent ; la valeur de à se réduira 
(art: 25) à 


is d pde p B e 
À => aI Ttt 


Cette valeur, égalée à zéro, donnera la figure de Ia surface 
. du fluide; et comme elle ne renferme point Pordonnée z, mais 


SECONDE PARTIE, SECTION XI. 825 
seulement labscisse x et le temps £, il s'ensuit que la surface du 
fluide devra être à chaque instant plane et horizontale, 

Enfin léquation de condition, pour que les mêmes particules 
soient toujours à la surface, se réduira, par la même raison, à 


MA do TAR .. da , 6, da > 
celle-ci y + ZX gg (art. 27), savoir + +x = 0; laquelle 
ne contient pas non plus z, mais seulement x et ż. 


29. Pour distinguer les quantités qui se rapportent à la surface 
supérieure du fluide, de celles qui se rapportent à la surface in- 
férieure, nous marquerons les premières par un trait et les secondes 
par deux traits. Ainsi x, +’, etc. seront l’abscisse, la largeur du 
vase, etc. pour la surface supérieure ; x”, y”, etc. seront de même 
Pabscisse, la largeur du vase, etc. à la surface intérieure. 

Donc aussi à, A” dénoteront dans la suite les valeurs de à pour 
les deux surfaces; de sorte que l’on aura, pour la surface supé- 
rieure , l'équation 

4 2 
= taS y Hat, 
„et pour la surface inférieure, l'équation semblable , 
Ne gs +R [ETES = 0. 
Enfin, X eR dX = o sera Péquation de condition pour que 
t y dx i 
les mêmes particules qui sont une fois à la surface supérieure y 


dà" f) da" 


pere Re pi AN a A OA I >! : À 
restent toujours; et =; q4- 7 X Ja — 0. sera l'équation de con 


dition pour que la surface inférieure contienne toujours les mêmes 
particules du fluide. 

Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la manière dont 
un fluide peut couler dans un vase ; et chacun de ces cas demande 
une solution particulière. 
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50. Le premier cas est celui où une quantité donnée de fluide 
coule dans un vase indéfini. Dans ce cas, il est visible que lune 
et l'autre surface doit toujours contenir les mêmes particules, et 
qu'ainsi on aura pour ces deux surfaces les équations à = 0, 
A" = 6, et de plus, 


dx 8 . dx 
apie FEES O1 
da" 6 : dx’ 


de PA del T Oy 


quatre équations qui serviront à déterminer les variables x’, x”, 
8, > ent. 


PR y Je RE dx ax 
L'équation X = o étant différentiée, donne 7, dx" + gr dt=0; 
dx dx da. in 
donc = — gz "7; substituant cette valeur dans l'équation 


dx dx dx 
SE 7X gr —=0;, et divisant par 77, ON aura “jy = 


On EEE de même, en combinant l'équation 4"=0 avec 


dx dr" dx" 8 
équation pi = iga s g> Celle-ci: = — 7 


DA CS 


Donc on aura bdt= y'dx' = "dx", équations séparées ;t par 
? P 2? 
conséquent on aura en intégrant 


Sy"dx"— [ydx' =. m, 


m étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité 
donnée du fluide qui coule dans le 3 vase. Cette équation donnera 
ainsi la valeur de x” en x!. | 

Maintenant si on substitue dans ren A'=0, pour dé.sa 
valeur = , elle devient — gx" H f A I in æ=.0, 
laquelle étant multipliée par — %'dx', donne celle-ci... x 


gy'x!dx! —~ d8 TS pa — OT — = 0, qu'on yoit étre intégrable, 


SECONDE PARTIE, SECTION XI. 327 
et dont l'intégrale sera 


gfy'x' dx" — . [ 2 — [Rd = const. 


"dr, 
z à la 


a 
place de dt dans Péquation A" = o, et multipliant par — "dx", 
une nouyelle équation intégrable, et dont l'intégrale sera 


gfy'ax" — _ A — d> = const. 


On trouvera de la même manière, en substituant 


Retranchant ces deux équations l’une de l'autre, pour en éli- 
miner le terme d9, on aura celle-ci : 


g(fy"'x"dx" —[f yx'dx') PEAR a (SE — [5 == L, 


dx" dx’ 
+4 RU 1 Ty! ! 
dans laquelle les quantités fy"x"d"— fy'x'dx" et 7 ul fre à 


Y 
< . . ld d. . . 
expriment les intégrales de yxdx et de T prises depuis x= x" 


jusqu'à x=x", et où Z est une constante. 
Cette équation donnera donc 8 en x’, puisque x” est déjà connue 


en x’, par l'équation trouvée plus haut. Ayant ainsi 0 en x’, on 
y dx! 
ë 


est 1— a Le -+ H, H étant une constante arbitraire. 


trouvera aussi ¿ en x’, par l'équation dt = , dont l'intégrale 


A l'égard des deux constantes ZL'et H, on les déterminera par 
V'état initial du fluide. Car lorsque ¿= o, la valeur de x’ sera 
donnée par la position initiale du fluide dans le vase; et si on sup- 
pose que les vitesses initiales du fluide soient nulles, il faudra 
que Pon ait Û=0, lorsque t=0, pour que les expressions p, q, 
r (art. 28) deviennent nulles. Mais si le fluide avait été mis d’abord 
en mouvement par des impulsions quelconques, alors les valeurs 
de à et à” seraient données lorsque 4=0, puisque la quantité À 


328 ‘MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
rapportée à la surface du fluide exprime la pression que le fluide 


y exerce, et qui doit être control nlancée par la pression exté- 
rieure (art. 2). Or on a (art. 29) ` 


D Ru, en 
À JE g(x s) S=- = ( 7); 


donc en faisant 4—0, on aura une équation qui servira à dé- 
terminer la valeur initiale de 6. 

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est 
entièrement déterminé. 


51. Le second cas a lieu lorsque le vase est d’une longueur 
déterminée, et que le fluide s'écoule par le fond du vase. Dans 
ce cas on aura, comme dans le cas précédent, pour la surface su- 
périeure, les deux équations à =o et 2 +5x ea =0; mais 
pour la surface inférieure, on aura simplement l'équation "= 0, 
puisqu’à cause de Pécoulement du fluide, il doit y avoir à chaque 
instant de nouvelles particules à cette surface. Mais d’un autre côté, 
l'abscisse x” pour cette même surface, sera donnée et constante ; 
de sorte qu'il n’y aura que trois inconnues à déterminer, savoir, 
a, 0 ets. | 

Les deux premières équations donnent d’abord, comme dans le 
dx 

o 


cas précédent, celle-ci: dt = scet 


gy xid! oaf Zas t = 0; 


ay, 
ensuite l'équation à” = o donnera 
dé fdx" d% (ia 
11 LPS nt, ME _—— — 5 
y SX T dt y” E dt aN 2y"* z ? 
x d ft 
où l’on remarquera que x", >" et tf ~ Sont des constantes que 


nous dénoterons, pour plus de simplicité, par /, h, n. Ainsi en 
substituant 
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substituant à dż sa va'eur “es : multipliant ensuite par — ydx/, 


on aura Péquation gf y dx! aed rei = 0 


Dé retranchant de « celle-ci l'équation précédente , pour ; en i éli- 
miner les termes d3, on aura 


ag x)y ds rl 2 on Jea PERTEN, 


équation qui ie contient que les déüx variables x’ et 6, “etpar 
laquelle ón pourra ‘donc détérminer une de ces variables en fonc- 
tion de l’autre. 

Ensuite, on aura £ exprimé par la même variable, en intégrant 


l'équation dt a ét l'on déterminera les constantes par Pétat 


initial du fluide, comme dans le problème précédent. 


59. Le troisième cas a lieu lorsqu'un fluide coule dans un vase 
indéfini, mais qui est entretenu toujours plein à la même hau- 
teur, par de nouveau fluide qu'on y verse continuellement. Ce cas 


est l'inverse du précédent; car on enra ici pour la surface infé- 


E- d 
rieure les deux équations io et — x snai Pd = = 0; et pour la 


surface supérieure, on aura simplement Péguation a' =o; à cause 
du changement continuel des particules- de cette:surface. Ainsi il 
n'y aura qu'à changer dans les équätiôns dé Particle précédent les 
quantités x', y. en x", y’; et prendre pour f, k, n les yaleurs 
données de.x', y’, f F ji T 
Au reste, nous supposons que l'addition du, nouveau fluide se 
fait de manière que chaque couche prend d'abord la vitesse de celle 
qui la suitimmédiatement, et quainsi l'augmentation ou la, dimi- 
nution de vitesse de cette couche, pendant, le premier instant, est 
Méc. anal, Tom. II. 42 
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là-même que si le vase n’était pas entretenu plein à la même hau- 
teur durant cet instant. ; 

.55. Enfin le dernier cas est celui où le fluide sort d’un vase 
de longueut déterminée, ét qui est entretenu toujours plein à à fa 
même hauteur. Ici les particules des surfaces supérieure ‘et infé- 
rieure se.renouvellent entièrement ;, par conséquent on aura sim- 
plement pour ces deux surfaces les équations # =0,  "=0; 
mais ‘en mêmèstemps iles- deux abscisses x’ et x” seront données 
et-constantes,-ensorte,qu'il. n’y aura que les deux inconnues 8 et a 
à déterminer en £. 

Soit donc nf, y'=h; fZ dx nyidl SR, yH, [= EN; 


les deux équations A= o, A'=—=0 deviendront 


4? 


fn G+ =, a 
Lyry ty Pa 0; | 


d’où chassant = , On aura 


» de 1 1 
EE) Nn (TE 
d’où l'on tire 
life (N—n)di 

Le pelle. i ISNS, 

Dig 9 E-N)! 
équation séparée, et qui est intégrable par des arcs ‘de cercle où 
des logarithmes. 


54. Les solutions ‘précédentes ‘sont conformes à celles que les 
premiers auteurs auxquels on doit des’théories du mouvement des 
fluides ont trouvées, d’après la suppositionqueles différentes tranches 
du fluide conservent exactement leur parallélisme, en descendant 
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dans le:vase! ( Zoyez lHydrodynamique de Daniel Bernoulli, PH y- 
draulique de Jean Bernoulli, et le Traité des Fluides de, d’Alembert.) 
Notre analyse fait voir que cette supposition n’est exacte que 
lorsque la largeur du vase est infiniment petite, mais qu’elle peut, 
dans tous les cas, être employée pour une première approxima- 
tion, et que les solutions qui en résultent sont exactes, aux quan- 
tités du second ordre près, en regardant les largeurs du vase comme 
des quantités du premier ordre. 


Mais le grand avantage de-cette analyse, est.qu’on peut par son 
moyen approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, 
dans des vases de figure quelconque; car ayant trouvé, ainsi que ` 
nous. venons delle faire, les premières valeurs des inconnues, en 
négligeant les secondes dimensions des largeurs du vase, il sera 
facile de pousser approximation plus loin, en ayant égard succes- 

“sivement aux termes népligés. Ce détail n’a de difficulté que la lon- 
gueur du calcul, et nous wy entrerons point quant à présent. 


Applications dés mémes formules au mouvement d’un fluide contems 
dans un canal peu profond et presque horizontal, et en parti- 
culier au mouvement des ondes. 


35. Puisqu'on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra 
prendre les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, 
les abscisses x et les autres ordonnées y deviendront horizontalés, 
et l’on aura (art. 25) cos E = 0, cos 1 =0, Cos£ =. En prenant 
les axes des x et y dans le plan horizontal formé par la surface 
supérieure du fluide, dans l’état d'équilibre, soit z= æ l'équation 
du fond du canal, æ étant une fonction de x et y. 


Nous regarderons les quantités z et œ comme très-petites du 
premier ordre, et nous négligerons les quantités dw second ordre 


352 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
et des suivans , c’est-à-dire celles qui contiendront les carrés et 
les produits de’ zeta, =oD | 

L’équation de condition relative au fond du canal donnera 
(art. 26) | 


d’où l'on voit que g” est une quantité du premier ordre. 


Ensuite la valeur’ dela quantité Ase réduira à A'+4-2"z (art. 25); 
et il fiùdra négliger dans Pexpression de Ales quantités du second 
ordre, et dans celle:de W’ les quantités du premier. Ainsi, à cause 
de ge —0, CO51—0, COS Loi = 1, ón aura, par les formules 
dü même artiéle, ) 


CC 


‘On aura donc (art. a pour la surface supérieure du fluide, 
l'équation à —gz=—=0;et ensuite l'équation de condition., 


dX- def). dx, … dé " PEG pue 
PHE CRE xa — goH ezh ge +) = 0. 
“équation UE g= = 6, donne sur-le- champ nt pour la fi- 


gure dela surface supérieure. du fluide è à chaque He et comme 
l'équation de condition doit avoir lieu aussi, relativement à la même 
surface, il faudra qu'elle soit vraie, en y substituant à z cette 


même valeur , Cette équation deviendra» donc par là de cette 
forme : 


LL 
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et substituant encore pour g” sa valeur trouvée ci-dessus, elle se 
réduira à celle-ci : | 


nt dE) S d.(x mia 
dt dx dy TNT Tee 
dans rer il vy aura plùs qu'a mettre à la place de à’ sa ya- 
leur, + ee (GE); et l’on aura une équation aux diffé- 


rences Pe du second ordre, gui servira à déterminer 9 en 
fonction de x, y, t 

Après quoi on connaitra la figure de la surface supérieure; du 
fluide, par l'équation 


dg 
gdt 


á 5 1 dN, 


2g \dy 
et si on voulait connaitre aussi les vitesses horizontales p, q 


de chaque brie du fluide, on les aurait par les formules 


d 
P=- T, 1 =E (at. 25). 


A ca: PE 


56. Le calcul intégral des équations aux différences‘partielles 
est encore bien éloigné de la perfection nécessaire pour l’intégra- 
tion d'équations aussi compliquées qûe celle dont il s’agit, et il 
ne reste d'autre ressource que de simplifier cette équation par 
quelque limitation. 

Nous supposerons pour cela, que le fluide dans son mou- 
vement, ne s'élève ni ne s’abaisse au-dessus ou au-dessous du 
niveau, qu'infiniment peu, ensorte que les ordonnées z dé la sùr- 
face supérieure soient toujours très-petites, et qu'outre cela les 
vitesses horizontales p et q soient aussi infiniment petites. Il fau- 


de! de dy 
dt? dx? dy 


et quainsi la quantité ọ' soit elle-même infiniment petite. 


dra donc que les quantités soient infiniment petites, 
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Ainsi négligeant dans l’équation proposée les quantités. infini- 
ment petites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle se 
réduira à cette forme linéaire 


R > E as 
aTe d E dy T 
et l’on aura : 
a de dy pe do" 
Z — zdi 3 P = dx p] q —— dy' 


Cette équation contient donc la théorie générale des petites 
agitations d’un fluide peu profond, et par conséquent la vraie 
théorie des ondes formées par les élévations et les abaissemens 
successifs et infiniment petits d’une eau stagnante et contenue 
dans un canal ou bassin peu profond. La théorie des ondes que 
Newton a donnée dans la proposition quarante-sixième du second 
Livre, étant fondée sur la supposition précaire et peu naturelle, 
que les oscillations verticales des ondes soient analogues à celles 
de Peau dans un tuyau recourbé, doit être regardée comme ab- 
solument insuffisante pour expliquer ce problème, 


57. Si on suppose que le canal ou bassin ait un fond horizon: 
tal, alors la quantité æ sera constante et égale à la profondeur 
-de l'eau, et l'équation pour le mouvement des ondes deviendra 

Te = e(a HE) 

Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine 
les petites agitations de Pair, dans la formation du son, en n’ayant 
égard qu’au mouvement des particules, parallèlement à l'horizon, 
comme on le verra dans l'article g de la Section suivante. Les 
élévations z, au-dessus du niveau de leau, répondent aux con- 
densations de Pair, et la profondeur a de. Peaw dans le canal, 
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répond à la hauteur de l'atmosphère supposée homogène, ce qui 
établit une parfaite analogie entre les ondes formées à la-surface 
d’une eau tranquille, par les élévations et les abaissemens succes- 
sifs de l’eau, et les ondes formées dans l'air, par les condensations 
et raréfactions successives de lair, analogie que plusieurs auteurs 
avaient déjà supposée, mais que personne jusqu'ici n’avait encore 
rigoureusement démontrée. 


Ainsi comme la vitesse de la propagation du son se trouve égale 
à celle qu'un corps grave acquerrait en tombant de la moitié de 
la hauteur de l'atmosphère supposée homogène, la vitesse de la 
propagation des ondes sera la même que celle qu’un corps grave 
acquerrait en descendant d’une hauteur égale à la moitié de la 
profondeur de l'eau dans le canal. Par conséquent, si cette pro- 
fondeur est d’un pied, la vitesse des ondes sera de 5,495 pieds 
par seconde; et si la profondeur de l'eau est plus ou moins 
grande, la vitesse des ondes variera en raison soudoublée des 
profondeurs, pourvu qu’elles ne soient pas trop considérables. 


Au reste, quelle que puisse être la profondeur de Peau , et la 
figure de son fond, on pourra toujours employer la théorie pré- 
cédente, si on suppose que dans la formation des ondes Peau 
n’est ébranlée et remuée qu'à une profondeur très-petite , suppo- 
sition qui est très-plausible en elle-même, à cause de la ténacité 
et de l’adhérence mutuelle des particules de l’eau, et que je trouve 
d’ailleurs confirmée par l'expérience, même à l'égard des grandes 
ondes de la mer. De cette manière donc, la vitesse des ondes 
déterminera elle-même la profondeur æ à laquelle Peau est agitée 
dans leur formation; car si cette vitesse est de z pieds par se- 


n° . 
conde, on aura æ = =7—— pieds. 
CRE) 30,196 pae 


On trouve, dans le tome X des anciens Mémoires de PAcadé- 
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mie des Sciences de Paris, des expériences sur la vitesse des 
ondes, faites par M. de la Hire, et qui ont donné.un pied et demi 
par seconde pour cette vitesse, ou plus exactement 1,412 pieds 
par seconde. Faisant donc n= 1,412, on aura la profondeur « 
8 


6 > ; ; 
de £E de pied, savoir de — de pouce, ou 10 lignes à peu près, 


1009 


DOUZIÈME 
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DOUZIÈME SECTION. 


Du mouvement des Fluides compressibles et élastiques. 


T; Povr appliquer à celte sorte de fluides Péquation générale 
de Particle 2 de la Section précédente, on obseryera que le terme 


SASL doit y être effacé, puisque la condition de Pincompressi- 
bilité à laquelle ce terme est dù n’existe plus dans l'hypothèse 
présente; mais d’un autre côté, il y faudra tenir compte de Pac- 
tion de l'élasticité, qui s'oppose à la compression et qui tend à 
dilater le fluide. 

Soit donc € l’élasticité d’une particule quelconque Dm du fluide; 
comme son effet consiste à augmenter le volume DxDyDz de 
cette particule, et par conséquent à diminuer la quantité —Dx Dy Dz, 
il en résultera pour cette particule le moment —:^. (Dx Dy Dz) à 
ajouter au premier membre de la même équation. De sorte qu’on 
aura pour toutes les particules le terme intégral —S:d'.(DxDyD:) 
à substituer à la place du.terme SASL.. Or, ^L étant égal à 
d.(DxDyDz), il est clair que l'équation générale demeurera 
de la même forme, en y changeant simplement À en — €. On par- 
viendra donc aussi, par les mêmes procédés, à trois équations 
finales semblables aux équations (7), savoir, 


d Di 
af +X) HD = 0 


d’ De » 
A SU + Y) + = 0 RÉ CA 


ARE Z)+ 5 = 


Méc. anal. Tom. II. 45 


g 
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Et il faudra de même que la valeur de £ soit nulle à la sur- 


face du fluide, si le fluide y est libre; mais s’il est contenu par 


des parois, la valeur de s sera égale à la résistance que les parois 
exercent pour contenir le fluide, ce qui est évident, puisque € 
exprime la force d'élasticité de ses particules. 


2. Dans les fluides compressibles, la densité A est toujours 
donnée par une fonction connue de €, x, y, Z, t, dépendante de 
Ja loi de l'élasticité du fluide, et de celle de la chaleur, qui est 


supposée régner à chaque instant dans tous les points de l’espace. 
Il y a donc quatre inconnues, €, x, y, Z à déterminer en ¢, et 


par conséquent il faut encore une quatrième équation pour la 


solution complète du problème. Pour les fluides incompressibles, 
Jareondition de l'invariabilité du volume a donné l'équation (B) de 


l'article 5, et celle de linvariabilité de la densité d’un instant à 


Jautre a donné l'équation (H) de l'article 11. Dans les fluides com- 
pressibles, aucune de ces deux conditions n’a lieu en particulier, 
parce que le volume et la densité varient à-la-fois; mais la masse 


qui est le produit de ces deux: élémens doit demeurer inyariable, 


Ainsi onaurad.Dm= 0, ou pien. d.(ADxDy Dz) == 0. Donc, en 


pi d.(DxDyDz) 
différentiant lo garithmiquement Ž = EE - =o, et subs- 


tituant lą valeur de d.(DxDyDz), (cette valeur est la même que 
celle de £. (DxDyD:) de Particle 2 de la Section procogente; en 
y changeant d en d), on aura l'équation 


a + Pépin Un = = 0.....4%(b), 


laquelle répond à l'équation (B) de Farticle 5 de la Section citée, 
celle-là étant relative à Vinvariabilité du volume, et celle-ci à 
l'invariabilité dé la masse. 


5. Si on regarde les coordonnées %, y, z comme des fonctions 
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des coordonnées primitives a, b, c et du temps £ écoulé depuis 
le commencement. du mouvement, les équations (a) deviendront, 
par des procédés semblables à ceux de l'article 5 de la Section 
précédente, de cette forme : sé 

dx 


Ba HS) Ha +R D HIT =. 
d „de , de , de 
GA (EYE PV He ER TH Y TO fee) 
id | 


d’. d: nd 
bA +Z) +etr + 8% ch AS NE ro 
ou de celle-ci, plus simple, 


dx dx dy Ady dz dz WIRE 
a[ (m tX FaR ++ Te TZ EF TE = 0 


dt 
NO E 
af + (PE (GET T = 0 


ces transformées étant analogues aux transformées (C) et (D) 
de l'endroit cité. 

A l'égard de l'équation (b), en y appliquant les transformations 
de l’article 3 de la Section précédente, elle, se réduira à cette 


forme + 4 =o, les différentielles dA et dð étant relatives uni- 


quement à la variable t. De sorte qu'en intégrant on aura 
A9 = fonct. (æ, b, c). Lorsque t= ọ, nous ayons vu danslar- 
ticle cité que 8 devient =1; donc si on suppose que H soit alors 


la valeur de A, on aura H = fonct:(&, b; c), et l'équation de- 
viendra A8—H, ou bien 0 = F c’est-à-dire, en substituant 
pour 8 sa valeur, Es 
dx, dy. de. dx dy „dz , dx „dy dz 
EXP E Aa de db de” da 
dx. dy. „dz , dx, dy. ,dz__ dx dy „dz _H 
TE DA du * de a T a LUCE 


transformée analogue à la transformée (Æ) de Particle cité. 
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Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu'on a dit 
dans Particle 8 de la même Section, relativement à la surface du 
fluide. 


4. Mais si Von veut, ce qui est beaucoup plus simple, avoir des 
équations entre les vitesses p, g, T des particules, suivant les 
directions des coordonnéesx, y, z, en regardant.ces vitesses, ainsi 
que les quantités A et £, comme des fonctions de x, y, Z, t, on 
emploiera les transformations de l'article 10 de la Section précé- 
dente, et les équations (a) donneront sur-le-champ, ces transfor- 
mées, analogues aux transformées (F) de ce dernier article, 

dP P gPa bapes e 
ap BIRT tX) + = 0, 
dq dq dq dg des 
a+ ph ihr o |, (> 
naiss ni dre id Dies 
a(tp ptp tre tZ) ET? 


$ 
5 
ri 
| 
| 


Dans l'équation (b), outre la substitution de pdt, qdt, rdt, au 
lieu de dx, dy, dz, et le changement de D en d, il faudra en- 
core mettre pour dA sa valeur complète, 

Halde GA: dA 
et Pon aura, en divisant par dt, cette transformée , 
Asti- da da tanada à dg ar — 
sa Tampa ET act gt & = 0» 
laquelle, étant multipliéempar A, se réduit à Cette forme plus 


Simple 5 


dA d.(Ap) d.(Ag) | d: (Ar) a 
Pa T a T ANT A R O G 


A Pégard de la condition relative au mouvement des particules 
à la surface, elle sera représentée également par l'équation (Z ) 
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de l’article 12 de la Section précédente; savoir ; 


dA dA dA dA ENN ; 
de tinarayan TE eiee) 
en supposant que Z =o soit l'équation de la surface. 
5. Il est aisé de satisfaire à l'équation (g), en supposant 
RN du Le. dg af dy 
AP = F? Aq = F? Ar = F? 
a, B, y étant des fonctions de x, y, z, £. Par ces substitutions , 


l'équation dont il s’agit deviendra 
dA d’a d'B dy 7 
a ds Ÿ didy À did © 
laquelle est intégrable relativement à ż, et dont l'intégrale donnera 


nu da dg dy 
Sn a r b de? 
F étant une fonction de x, y, z sans #, dépendante de la loi de 
la densité initiale du fluide. 


On aura ainsi, 


Gd 


du + 
dt * 
PTE dE TR) 
&. dæ dy dz 
de 
HS Mare 
TT de uda, dy? 
T dx dy dz 
dy 
dt DEA 
r= p ed G 
dx dy dz 


Donc substituant ces valeurs dans les équations (/), et met- 
tant de plus pour € sa valeur en fonction de A, x, y, Z, t (art.2), 


dE 
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on aura trois équations aux différences partielles entre les incon- 
nues æ, B, y et les quatre variables x, y, Z, £, et la solution 
du problème ne dépendra plus que de l'intégration de ces équa- 
tions; mais cette intégration surpasse les forces de l’analyse 
connue. : 


6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circons- 
tances qui peuvent faire varier lélasticité indépendamment de la 
densité, la valeur de lélasticité £ sera donnée par une fonction 


de la densité A, de sorte que “ sera une différentielle à une seule 


variable, et par conséquent intégrable, dont nous supposerons l’in- 
tégrale exprimée par Æ. 

Soit, de plus, la quantité Xdx + Ydy + Zdz une différentielle 
complète, dont l'intégrale soit 77, comme dans l'article 15 de la 
Section précédente, 

Les équations (f) de l’article 4 étant multipliées respective- 
ment par. dx, dy, dz, et ensuite ajoutées ensemble, donneront, 
après la division par A, we dpi de la forme 


D A Cd ÉLoe + +R 
FÉT+rS Mere A 
-+ E 7) 


dont le premier membre étant iħtégrable, il faudra que le second 

le soit aussi. Ainsi on aura de nouveau le cas de l'équation (Z) 

de l’article 15 de la Section précédente, et on parviendra par con- 
ent à des résultats semblables, 


7. Donc en général, si la quantité pdx + qdy + rdz se trouve 
dans un instant quelconque une différentielle complète, ce qui a 
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toujours lieu au commencement du mouvement, lorsque le fluide 
part du repos, où qu’il est mis en mouvement par une impulsion 
appliquée à la surface, alors la même quantité devra être toujours 
une différentielle complète (art. 17, 18, Sect. préc.). 

Dans cette hypothèse on fera, comme dans l'article 20 de la 
Section précédente, pdx + qdy + rdz =d, ce qui donne 
p= 9 ; q = p , r= E 9 


et l'équation (Z) étant intégrée, après ces substitutions, donnera 


= rg E E., 


valeur qui agati en même temps aux trois équations (S) de 
l'article 4. 


Or E étant = F à sera une fonction de A, puisque € est une 


fonction connue de A; donc A sera une fonction de E. Substi- 
tuant donc la valeur de A tirée de l'équation précédente, ainsi 
que celles de p, q, r, dans l'équation (g) de Particle 4, on aura 


une équation en différences partielles de ?, laquelle ne contenant 
que cette inconnue suffira pour la déterminer. De sorte que toute 


la difficulté sera réduite à cette unique intégration. 


8. Dans leb fluides élastiques connus, lélasticité. est toujours 
proportionnelle à la densité; de sorte qu’on a pour ces. fluides 
e— A, étant un coefficient constant qu’on déterminera en con- 
naissant la valeur de l’élasticité pour une densité donnée. 

Ainsi pour l'air, l'élasticité est égale au poids de la colonne de 
mercure dans le baromètre; donc si on nomme H la hauteur du 
baromètre pour une certaine densité de Pair qu’on prendra pour 
l'unité, 7 la densité du mereure, c’est-à-dire le rapport numérique 
de la densité du mercure à celle de Pair, rapport qui est le même 
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que celui des gravités spécifiques, et g la force accélératrice de la 
gravité, son aura, lorsque A = 1, €= gnH; par conséquent 
i =gnH ; où Pon remarque que nH est:la hauteur de l'atmosphère 
supposée homogène. De sorte qu’en désignant cette hauteurpar À, 
on aura plus simplement ¿= gh, et de là e=ghA. 


Donc puisque E = [+ =, on aura E= gh.la. Or l'équation (g) 
de Particle 4 peut se mettre sous la forme 
d:lA > -dilà “d. lA dp dgò (‘drogi 
D TRR p+® La DE e de E 
Donc substituant Æ, %, de, de à Ja place de ZA r, et 
gh’ dx’ dy> dz ~ * P s Po DT 


multipliant par 2%, elle deviendra 


d ak 
AEH +2) +% 
dE x2 = 
m dæ =x pami TX EHT Le CRC 
Il wy aura donc plus qu'à substituer pour E sa valeur trouvée 
ci-dessus; et cette substitution donnera l'équation finale en ọ , 


aa 
o= gh a +59 de , 
247, y de a do dri do f 
de © de dy * dy — & * da 
do d’ọ dọ., dọ dọ _, d’ọ 
RS de a da al EEO (7) 


-E= Saeron 


S de do Ro pds de CR 3% de F 
de dy dd — dr dz' dxd 24 ‘da’ Il 


laquelle contient seule la théorie du:mouyement des fluides élas- 


tiques dans l'hypothèse dont il s’agit. 
9. 
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9. Lorsque le mouvement du fluide est trés-petit, èt qu’on n’a 
égard. qu'aux quantités très-petites du premier ordre, nous ayons 
vu dans l’article 21 de la Section précédente, que la quantité 
pdx + qdy + rdz est aussi nécessairement une différentielle com- 
plète. Dans ce cas donc, les formules précédentes auront toujours 
lieu, de quelque manière que le mouvement du fluide ait été.en- 
' gendré, pourvu qu'il soit toujours très-petit, et que par conséquent 
la fonction @ soit elle-même tres-petite. 

Dans la théorie du son, on suppose que le mouvement des par- 
ticules de Pair est très-petit; ainsi, regardant dans l'équation (z) 
la quantité ọ comme très-petite, et négligeant les termes où elle 
monte au-delà de la première dimension, on aura pour cette 
théorie l'équation générale 

h(E) 
d d 
EXP TRE TEXTE = 0. 


Or en négligeant de même les secondes dimensions de @ dans 
la valeur de Æ de Particle 7, on aura simplement 


Fr RS Eee RE a = gh.lA (art. 8). 


On peut supposer que la fonction @ soit nulle dans l’état de 


repos ou d'équilibre. On aura donc aussi dans cet état Fe =o et 
-V 
par conséquent gh.lA =— X, et A en. 
Lorsque Pair est en vibration, soit sa densité naturelle aug- 
mentée en raison de 1-+$ à 1, s étant une quantité fort petite, 
Ex . 
on aura donc en général A =e "(1 + s), et de là, en négligeant 
r y d 3 
les carrés de s, on aura lA= — as; donc s= 
Mec, anal, Tom. IL. 44 


ar 
;. 


= 
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A l'égard de la valeur-de 77 qui dépend des forces accéléra- 
trices, en supposant le fluide pesant, et prenant, pour plus de 
simplicité, les ordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, 
on aura par la formule de Particle 23 ( Section précédente ), 
P=—ÿyz, g étant la force accélératrice de la gravité. Donc 
l'équation du son sera 


__d'e 
gh (+ RENE E5 qe” 
~ Ayant déterminé @ par cette équation, on aura les vitesses 
P, q, r de l'air, ainsi que sa condensation s par les formules 


ne Eden aae RE fe 
SU HET OS E 2 de FU 
10. Si on ne veut avoir égard quau mouvement horizontal de 
Pair, on supposera que la fonction @ ne contienne point z, mais 
seulement x, y, t. Alors es en- deviendra 


do _d'® 
gh s Æ dy? = de” 


Mais avec celte simplification même, «lle est encore trop com- 
pliquée pour pouvoir s'intégrer rigoureusement. 

Au reste, cette équation est entièrement semblable à celle du 
mouvement des ondes dans un canal horizontal et peu profond. 
Voyez la Section précédente, article 37. 

Jusqu'à présent on n’a pu résoudre complètement que le cas où 
l'on ne considère dans la masse de Pair qu’une seule dimension, 
c’est-à-dire celui d’une ligne sonore, dont les particules ne font 
que des excursions longitudinales. 

“Dans ce Cas, en prenant cette même ligne pour laxe x, la 
fonction @ ne contiendra point y, et l'équation ci-dessus se 
réduira à 


ag = 1470 
gl Te = de? 
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laquelle est semblable à celle des cordes vibrantes et a ns inté- 
grale complète | 


=F (x + th) +f (x — tvsh), 
en dénotant par les caractéristiques ou signes F etf, deux fonc- 
tions arbitraires. 

Cette formule renferme deux théories importantes, celle du son 
des flûtes ou. tuyaux d'orgue, et celle de la propagation du son 
dans Pair libre. Il ne s’agit que de déterminer convenablement les 
deux fonctions arbitraires ; et voici les principes qui doivent gui- 
der dans cette détermination. 


11. Pour les flûtes, on ne considère que la ligne sonore qui y 
est contenue; on suppose que l’état initial de cette ligne soit donné, 
cet état dépendant des ébranlemens imprimés aux particules, et on 
demande la loi des oscillations. 

Faisons commencer les abscisses x à l’une des extrémités de 
cette: ligne, et soit sa longueur, c’est-à-dire celle de la flûte, égale 
à a. Les condensations s et les vitesses longitudinales p., seront 
donc données, lorsque ¿= o, depuis x=0 jusqu'à x— 4; nous 
les nommerons #' et P. 

Maintenant, puisque s = Tr ét p= aa ; si on différentie 
Yexpression générale de ® de Particle précédent, et qu’on désigne 
par F” et f” les différentielles des fonctions marquées par F'et /, 


dF pr dfx 
ensorte que F'x = =, SX = Jp» ON aura 


p= F' (x+ tv gh) +Sf(x— 18h), 
syeh — E'(x + ty gh) —f" (x — ty gh). 


Faisant ¿=o et changeant p en P ets en 8, on aura- H 


P=Fx+ fx, Syk = F's fx. 
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Ainsi comme Pet S sont données pour toutes les abscisses x 
depuis x = o jusqu'à x=a, on aura aussi dans cette étendue 
les valeurs de F’x et de /’x; par conséquent, on aura les valeurs 
de p et s pour une abscisse ef un temps quelconques, tant que 
x Æ ty gh seront renfermées dans les limites o et a. 

Mais le temps #£ croissant toujours, les quantités x-} ty gh et 
x—tygh sortiront bientôt de ces limites, et la détermination 
des fonctions F’(x+ ty gh), f'(x—tygh), dépendra alors des 
conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de la ligne sonore, 
selon que la flûte sera ouverte ou fermée. 


12. Supposons d’abord la flûte ouverte par ses deux bouts, 
ensorte que la ligne sonore y communique immédiatement avec 
l'air extérieur ; il est clair que son élasticité, dans ces deuxp oints, 
ne pouvant être contrebalancée que par la pression constante de 
atmosphère, la condensation s y devra toujours être nulle, Il 
faudra donc que l'on ait, dans ce cas, s—0, lorsque x =o et 


lorsque nn e quelle que soit la valeur de t, ce qui donne les 
deux conditions à remplir , 


F'(ty/gh) — f —ty eh) = 0, 
F'(a + tygh) — f'(a—tv gh) =o, 
lesquelles devront subsister toujours, £ ayant une valeur positive 
quelconque, | 
Donc en général, en prenant pour z une quantité quelconque 
positive, on aura 
F'(a +2) = f'(a—2) et f'(—2) = 
Donc, 1°. tant que z est <a, on connaîtra les valeurs de 


F'(a+z) et de f’(—z), puisqu'elles se réduisent à celles de 
f'(a—2) et de F'z, qui sont données. 


=. - 
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Mettons dans ces formules a -+ z au lieu de z, elles donneront 
F'(2a+z)= f{—2) = Fra, 
Paz) = Fate) = f'(a —z). 
` Donc, 2°. tant que z sera <a, on connaîtra aussi les valeurs 
de F'(2a +z) et de f'(— a — z), puisqu'elles se réduisent à celles 
de F'z et de /'(a— z), qui sont données. 
Mettons de nouveau dans les dernières formules a -+z pour z, 


et les combinant avec les premières, puisque z peut être quel- 
conque, on aura 


F(3a+z) = F'(a +z) = f'(a =z); 
S'(—2a — 2) = f(—2) = F'z. 

Donc, 5°. tant que z sera < 4&, on connaîtra encore les ya~ 
leurs de F’(5a + z) et de f (— 2a — z), puisqu'elles se réduisent 
aux valeurs données de F’z et de f'(a — z). 

On trouvera de même, en mettant de rechef æ -+z pour z, 

F(4a+z)=f(—2) = F'z, 
Ja —2) Fate) = fa). 

D'où Pon connaîtra les valeurs de F" 4a+z jis et de /'(—3a—z), 
tant que z sera <a, et ainsi de suite. 

On aura -donc de cette manière les valeurs des fonctions 
Ex + tygh), et de f'(x—ty gh), quel que soit le temps £ 
écoulé depuis le commencement du mouvement de la ligne so- 
nore; ainsi on connaîtra pour chaque instant l’état de cette ligne, 
c’est-à-dire les vitesses p et les condensations s de chacune de 
ses particules. 

Il est visible, par les formules précédentes , que les valeurs de 
ces fonctions demeureront les mêmes, en augmentant larquantité 
1Vgh de 2a, ou de 4a, 6a, etc. De sorte que la ligne sonore 


4 


$ ra € 7- 
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reviendra exactement au même état, après chaque intervalle de 


2a 


temps déterminé par équation ty gh = 24; te qui donne 7A 


cet intervalle. 


pour 


Ainsi la durée des oscillations de la ligne sonore est indépen- 
dante des ébranlemens primitifs, et dépend seulement de la lon- 
gueur & de cette ligne et de la hauteur 2 de l'atmosphère. 

En supposant la force accélératrice de la gravité g égale à unité, 
il faut prendre pour lunité des espaces le double de celui, qu'un 
corps pesant parcourt librement dans le temps qu'on prend pour 
l'unité (Section IT, art. 2). Donc si on prend, ce qui est permis, 
h pour l'unité des espaces, l'unité des tèmps sera celui qu’un 


corps pesant met à descendre de la hauteur A et le temps d’une 


oscillation de la ligne sonore sèra exprimé par 2a, ou, ce qui 
revient au même, le temps d’une oscillation sera à celui de la 


chute d'un corps par la hauteur í comme 24 à h, 


15. Si la flûte était fermée par ses deux bouts, alors les con- 
densations s pourraient y être quelconques, puisque Pélasticité 
des particules y serait soutenue par la résistance des cloisons ; 
mais par la même raison, les vitesses p y. devraient être nulles, 
ce qui donnerait de nouveau les conditions 


EF" (1Wgh) HP (—1Vgh) = ò, 
F'(a+ty2h)+ f'(a —ty/gh) = o. 


Ces formules reviennent à celles que nous avons examinées ci- 
dessus, en y supposant seulement la fonction marquée par /” né- 
gative. Ainsi, il.en résultéra des conclusions semblables , et on 


aura encore la même expression pour la durée des“ oscillations 
de la fibre sonore, 


= 
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Íl n’en serait pas de méme, si la flûte était ouverte par un bout 
et fermée par l'autre, : = 
Il faudrait alors que s fùt toujours nulle dans le bout ouvert, 
et que p le fût dans le bout fermé. | 
Ainsi en supposant la flûte ouverte, où x —=0o, et fermée, où 
x= a, on aurait les conditions 


F' (tygh) — f — tveh) = o, 
F'(a+ty gh) + f'(a—tygh) = 0. 
D'où, par une analyse semblable à celle de Particle 12, on tirera 
les formules suivantes : 


F'( a+z) = —f'(a—z), f2 = F’, 
F'a+2) = — F'z, f'(a = z = —-f(a—2), 
F'(5a+ z) = f'a —z), f'(—2a— z) = —F'z, 
Fa 4) =: Fr, f —3a— 2) = f'(a—z), 
et ainsi de suite. 
Or tant que z est <a, les fonctions F'z et f {a — z) sont 
données par l’état primitif de Ja fibre sonore; donc oniconnaîtra 
aussi par leur moyen les waleurs des autres fonctions 


FaF z), F(a +z), etc.; f(—2), f(-a—2), etc., 


et par conséquent, on aura l'état de la fibre, après un temps 
quelconque £. 

Mais on voit par les formules précédentes, que cet état ne re- 
viendra le même qu'après un intervalle de temps déterminé par 
l'équation ty gh = 4a ; d’où il s’ensuit que la durée des vibrations 
sera une fois plus longue que dans les flûtes ouvertes ou fer mées 
par les deux bouts, et c’est ce que l'expérience confirme à l'égard 
des jeux d'orgue qu’on nomme bourdons, et qui, étant bouchés 
par leur extrémité supérieure opposée à la bouche, donnent un 
ton d’une octave plus bas que s'ils étaient ouverts. 


e 
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Voyez au reste, sur la théorie des flûtes, les deux premiers 
volumes de Turin, les Mémoires degParis pour 1762; et les Novi 
Commentarii de Pétersbourg, tome XVI. 


14. Considérons maintenant une ligne sonore d’une longueur 
indéfinie, qui ne soit ébranlée au commencement que dans une 
très-petite étendue, on aura le cas des sn de Pair produites 
par les corps sonores. 

Supposons donc que les agitations initiales ne s'étendent que 
depuis x =o jusqu'à x—4@, a étant une quantité très-petite. Les 
vitesses et les condensations initiales P, S seront donc données 
pour toutes les abscisses x, tant positives que négatives ; mais 
elles n’auront de valeurs réelles que depuis x =o jusqu'à x =4; 
hors de ces limites, elles seront tout-à-fait nulles. Il en sera donc 
aussi de même des fonctions F'x et fx, puisqu’en faisant £=0, 
on a P=Fx+ fx, Sygh—F'x—/f'x, et par conséquent 

as ci SE} PS = P= SVgh 


2 

D'où il s'ensuit qu’en prenant ‘pour z une quantité positive , 
moindre que a; les fonctions F'(x + ty/gh) et f(x 18h), 
n'auront de valeurs réelles que tant qu'on aura xÆ ty gh =z. 
Par conséquent, après un temps quelconque £, les vitesses p et 
les condensations s seront nulles pour tous les points de la ligne 
sonore, excepté pour ceux qui répondront aux abscisses... 
x =z ty gh. 

On explique par là comment le son se propage et comment 
il se forme successivement de part et d'autre du corps sonore, 
et dans des temps égaux, des fibres sonores, égales en longueur à la 
fibre initiale a. 

La vitesse de la propagation de ces fibres sera exprimée par le 
coefficient gh; elle sera par conséquent constante et indépen- 

dante 


.… 
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dante du mouvement primitif, ce que l'expérience confirme, 
puisque tous les sons forts ou faibles paraissent se propager avec 
une vitesse sensiblement égale. : 

Quant à la valeur absolue de cette vitesse, en faisant, comme 
dans l'article 12, g=1 et. A=1, elle deviendra-aussi —1. Or 
lunité des vitesses est ici celle qu'un corps pesant doit acquérir 
en tombant de la moitié de l'espace A, qui est pris pour lunité 


; x ` } 
( Section I, art. 2). Donc la vitesse du son sera due à la hauteur = 


15. En supposant, avec la plupart des physiciens, Pair 850 fois 
plus léger que l’eau, et l’eau 14 fois plus légère que le mercure, on a 
1 à 11900 pour le rapport du poids spécifique de Pair à celui du 
mercure. Or prenant la hauteur moyenne du baromètre de 28 pouces 
de France, il vient 553200 pouces, ou 277664 pieds pour la hau- 
teur Æ d’une colonne dair uniformément dense et faisant équilibre 
à la colonne de mercure dans le baromètre. Donc la vitesse du 
son sera due à une hauteur de 15885 + pieds, et sera par consé- 
quent de 915 par seconde. 

L'expérience donne environ 1088, ce qui fait une différence de` 
près d’un sixième ; mais cette différence ne peut être attribuée qu'à 
l'incertitude des résultats fournis par l'expérience. Sur quoi voyez 
surtout un Mémoire de feu M. Lambert, parmi ceux de l’Acadé- 
mie de Berlin, pour 1768. 


16. Si la ligne sonore était terminée d’un côté par un obstacle 
immobile, alors la particule d’air contiguë à cet obstacle n’aurait 
aucun mouvement; par conséquent, si a est la valeur de labs- 
cisse x qui y répond, il faudra que la vitesse p soit nulle, lorsque 
x =a, quel que soit #, ce qui donnera la condition 


F'(a+tygh) +f(a—tvgh) = o. 


Or ona vu que la fonction f'(a—ty/gh) a une valeur réelle 
Méc. anal. Tom. IT. 5 
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tant que a—ty/gh= z (art. 14); donc puisque 


F'(a +ty gh) =— f'(a —ty gh), 


la fonction F'(a + ty gh), aura aussi des valeurs réelles, lorsque 
a—iygh=z, čest-à-dire lorsque ty gh = a — z: Par consé- 
quent la fonction F'(x -+ ty gh) sera non-seulement réelle lorsque 
x-}tygh=z, mais encore lorsque x-}ty gh = 2a —z; d'où 
il suit que dans ce cas les vitesses p etles condensations s seront 
aussi réelles pour les abscisses x=24 — Z — ty gh. 

Ainsi la fibre sonore, après avoir parcouru l’espace a sera 
comme réfléchie par l'obstacle qu’elle rencontre, et rebroussera 
avec la vitesse, ce qui donne l’explication bien naturelle des échos 
ordinaires. 

On expliquera de la même manière les échos composés, en 
supposant que la ligne sonore soit terminée des deux côtés par 
des obstacles immobiles qui réfléchiront successivement les fibres 
sonores et leur feront faire des espèces d’oscillations continuelles. 
Sur quoi on peut voir les ouvrages cités plus haut (art. 13), ainsi 
que les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1759 et 1765. 


FIN. 
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à 


NOTE I. 


Sur la détermination des orbites des Comnètes. 


S dt R la distance de la comète à la terre, RZ, Rm, Rn les 
trois coordonnées de la comète rapportées à la terre, où 
L- m +n = 1; X, y, Z les trois coordonnées de lorbite de 
la comète autour du soleil, et r son rayon vecteur ;Ë, ⁄, € les trois 
coordonnées de l'orbite de la terre, et p son rayon vecteur ; on aura 


=% + IR, y=n+mR, Z=% + NR. 


Ensuite ; 
dx dy FE d'z 
pe D Hk=o, Gta, 

dy ” 
Tts NT PP m ta=o; 

donc substituant, on aura - À 

d IR A Et LIR 
Marne JS) cire 
d .mR ”» y-4mR 
dt? p + T° O, 
d’.nR t C+nR 
Eee y M 0; 
savoir : 


PRE REA) EE D) = 0 
m ge H R (+ +) = o, 
z D H R (Gr TT +5) Get 
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- Multipliant la première par mdn — ndm, la seconde par. i~- 
— (Idn — ndl), la troisième par /dm — mdl, et les ajoutant en- 
semble , on aura, à cause de 
Z(mdn — ndm) — m (Idn — nd?) + n(/dm — mdi) = 0, 
R (mdn — ndm) dl — (ldn ue dr + (ldm — mdl) dn 


ae G ES 3) CE(mdn—ndm) —1 ({dn—ndl)+< (Idm—mdi)} = 9: 


Ainsi on aura 
x £ 1 3 

R =r (p= p) 

mais 
r = P + (pmt nR + R; 
donc i 
ai PF P B py? 

savoir : 
(r°—p°) p°r$ + 24 (lg + mn + nĉ) (r° — p’) p°rs _— jp (r — ps)" =0; 
équation du huitième degré, mais qui est évidemment divisible par 
r— p, ce qui la rabaisse au septième, 
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NOTE Il, 


Sur le mouvement de rotation ( Voyez page 239 ). 


Fete comme dans l'article 1, 
mx RE, SVM, 222 + 


£ = aË' + bg" -+ CEN 
n = an + bn! + cn", 
= ag + ER ET. 

Ces formules représentent naturellement les trois espèces de 
mouvement dont un système est susceptible. Les variables x’, y’, 
z! sont les coordonnées d’un point du système qu’on peut regarder 
comme son centre, et elles déterminent le mouvement commun 
de tout le système. Les neuf variables £', £", &", n, etc., entre 
lesquelles il y a six équations de condition (art. 2), déterminent 
le mouvement de rotation de tout le système autour de son centre. 
Enfin les quantités a, b, c ne dépendent que des distances mu- 
tuelles des corps, et servent à déterminer leurs mouvemens réci- 
proques. 

En prenant le centre du système dans un point fixe, lors- 
qu'il y en a un dans le système, ou dans son centre de gravité, 
lorsque le système est libre, on a la formule générale (art. 6, 
Sect. II ), 


et 


SÉRIE YM Z) m= o, 
à laquelle il faudra ajouter les termes AdL- wd M -A Nec. 
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dus aux équations de condition L—=0;"M=oi No; "ett;, 
pour avoir l'équation générale du mouvement du système (Sect. IV, 
art. 11). e 
Il faut maintenant substituer à là place des variables £, 1, €, 
leurs valeurs en a, b, c, £', £", etc. de Particle précédent. Or 
si, dans les expressions de d£, dx, dẹ de Particle 14, on change, 
ce qui est permis, la caractéristique d en ^, on a 
dE == £ d'a + "Sb + "do, 
An = nda + nb! + nde, 
dt = C'da' + c'do -+ dc, 
les valeurs de Ja’, db’, de’ étant 
da! = d'a + cfQ — LR, 
db = cb + adk — cdP, 
de = dc + bòP — adQ; 
et si l’on fait ces substitutions conjointement à celles de d'E, d'n, 
d‘t de Varticle cité, dans l'expression d'Ed + d'rdy+ d'EdY, elle 
devient, en vertu des équations de condition de l'article 6, 
dada + d'b'db! + dodde. 
De même la quantité XJ + Yd'n+ ZdF se change en celle-ci: 
Xda! + Y'db! + Z'dc!, 
en faisant, pour abréger, 
X= EK H NY + CZ, 
X' = EX +" Y + CZ, 
VA = "X+ n"Y+ CZ. 
En supposant le système libre de tourner en tout sens autour 


de son centre; il est facile de voir que les équations de condition 
L=0, M=0, N=0, etc., données par la nature du système, 
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ne pourront contenir que les coordonnées &, b,c, qui déterminent 
la disposition des corps entr’eux. Ainsi les quantités L, M, N, etc. 
ne pourront être fonctions que des a, b, c, relatives aux différens 
corps. 

Ainsi en égalant séparément à zéro les termés de léquation 
générale qui se trouveront multipliés par les variations JP, ^Q, 
d'R, qui sont communes à tous les corps du système , et ceux qui 
seront multipliés par les variations d'a, db, dc relatives à cha- 
cun de ces corps, on aura d’abord, pour tout le système en gé- 
néral, les trois équations ; 


Pa dj 
cd’a"—ad’c" 
dt* 


Sny 
(= —- cd’b" 


s( EA + ar! ut bX’) m = 0, 
+ cX! —aZ')m=o, 


SC + 02! — cY’) m = o; 


ensuite on aura pour chacun des corps du système, les équations 


d'a” dL aM daN 

De Xl) mt AT ta Tt’ datr ele. = o, 
db! ; dL dM AN 2% 
tr HY) m HA ee EM ES. A 
de ; dL dM aN ~ 
A A ne A ARAA MAEDA A E 


Et si le système est un corps solide composé élémens Dm pour 
lesquels les coordonnées a, b,c sont constantes relativement au 
temps ż, ona da =0,db=0o, de= o ; donc 


da'= cdQ — bdR, dt=adR—cdP, d'= bdP — adQ, 
et de là 

d'a! = cd°Q — bd R + bdPdQ + cdPdR — a (dQ*+ dR:'), 

db" = ad°R — cd°P + adPdQ + cdQdR — b (dP*+dR"), 

d'o! = bd'P — ad°Q + adPdQ+ bdQdR — c (dP°+ dQ’). 
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Si on substitue ces valeurs dans les équations précédentes, qu’on 
prenne pour axes des coordonnées & , b, c les trois axes prin- 
cipaux du corps, ce qui donnera SabDm = o, SacDm = 0; 
SbcDm=o (art. 28, Sect. HI), et qu'on fasse Su Dm= L; 
$bDm = m , Sc*Dm =n, on aura, en supposant nulles les forces 


-accélératrices , 


CL one DU) pe = 09 
d’ dPd 
Un) EH) TE = 0, 


dP dQdR 
(m+n) g t (m—n)- p = 0. 

Ces équations s'accordent avec celles que nous avons trouvées 

d’une er différente dans la Section troisième , puisque les 


dQ dR 


= > D dr SON les vitesses de rotation autour des trois 


quantités Ž 


axes principaux du corps; qui étaient désignées par À, ©, ® 
dans les équations. de Particle cité. Elles prouvent en même 
temps la justesse de celles- ci sur laquelle on pouvait avoir 
quelques doutes à cause du passage des axes fixes aux axes 
mobiles ; mais l'analyse précédente, en rendant la formule - 
générale indépendante de la position des axes de rotation , rend 
ce passage légitime. 

Dans le même cas d’un corps solide qui n’est animé par aucune 
force accélératrice, nous avons vu que les équations des aires 
sont intégrables (art’:9, Sect. III). Si donc on fait les substi- 
tutions précédentes dans les équations intégrales, on aura des 
équations qui seront les intégrales de celles de l’article précédent. 

Substituons d’abord les valeurs de £, n, d£ , dn dans l’expres- 
sion dn — nd£, on aura 


£dn — dE bdc! — cdb') ( gry" — NE) 
+ Code! = ado’) (ng" En") (adb'— bday (En we"), 


savoir, 
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savoir, par les formules de Particle 6, 


gdn — ndg = (bdc'—cdb') € + (cda!—ade!) €" + (adb! — bda’) €”. 
On trouyera de la même manière , 


cdg — dg = (bdc'—cdb' )n' + ( cda'—adc ) n" 4 (adbbda! ya”, 
nde — tdn =(bdc'—cdb')£ + ( cda'—ade' ) E" +- (adb'—bda' ) £". 


Si on multiplie ces expressions par a qu'on les affecte da 
signe S', et qu'après avoir substitué les valeurs de da’, db', de!, 
on fasse da =0o,db=0o, dc=0, SabDm= 6, SacDm = 0, 
dbcDm = 0, Dm= 7, Saw Dm = m, S°Dm=n, qu'ensuite 
on les égale aux constantes C, B, 4, on aura 


(men) PE (En) EE (Em) E pc, 
ER UT f+(Hm)R "=B, 
(men) FE (tn) LEE M) "= 


d’où l’on tire tout de suite; par les équations de çondition de 
Part. 3, 


(m+n) Z = AE + Bn + Œ', 


(1 + n) = AE" + Bw + CE", 
(+m) D = AE" + Bw" CE". 
Ces équations s'accordent ayec celles de l'art. 51 de la troisième 


Section, dans lesquelles +’, w, @' sont la même chose que 


IP d IR Ae ; $ 
Ta Ss. , S , cet où les coefficiens &, Ê, y, a, Bh y', etc. ré- 


pondent à £!, £”, E annete: 
Méc. anal. Tom. II. 46 
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Si on ajoute ensemble les carrés des trois équations précé- 
dentes , on a tout de suite une équation entre dP , dQ, dR et 
dt, en vertu des équations de condition de Particle 5; ‘cette 
équation est 


Cm En E pn (Em) = + B+ 


; : - dP 
par laquelle on peut déterminer une des trois variables +, 
No are | 
dt” dt 

On peut dans le même cas d’un corps solide qui n’est animé 
par-aucune.force accélératrice , avoir une seconde équation entre 
ces variables, par léquation des forces vives; car en ajoutant 


ensemble les carrés des quantités + d Se SE ign a (art. 15), à 


par les deux autres. 


cause des équations de condition, 


dé + dy + dé _ da + db + dés, 
de O de d 


donc en affectant tous les termes du signe S, après les avoir 
multipliés.par Dm, on aura en général pour un système quel- 
conque , lorsqu'il n’y a point de forces accélératrices ( art. a05 
Sect. III), 
S CR da'+ ee LE ni 

Dans le cas d'un corps solide, on a das o, db =o, de =o, 
donc 

da” = dQ’ —. 2bcdQdRr + b'dR, 

db = a*dR* — 2acdPdR + edP», 

de = b'dP* — 2abdPdQ + a*d@. 


Donc supposant comme ci-dessus $4bDm =0, SacDm= 0, 
SbcDm = o, et Sa Dm = /, Dm= m , SDm=n, on 
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aura e å E 
(mtn) Te (tn) Cm) q = E 


On a ainsi deux des trois variables de, ‘ee à dR exprimées par la 


` troisième, mais on ne peut avoir la valeur de celle-ci que par 
l'intégration d’une des trois équations différentielles précédentes. 
Ensuite pour avoir la valeur finie des coordonnées £, n, € dun 
point quelconque du corps, il faudra encore connaître les valeurs 
des quantités £’, £", gi, etc. ; ct Pon y parviendra èn combinant 
les six équations de posado entre ces neuf quantités , comme 
il à été dit art. 29, sect, IX. 
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Fragment sur les équations générales du mouvement de rotation 
| d'un système quelconque. 


Les-expressions que nous avons trouvées , page 227, sont très- 
propres à représenter les valeurs des sommes S( d£*+-dr+dé*) m, 
S (čdn— ndg }m , etc. relatives à tous les-corps m d'un système 
quelconque ; car il est clair que les signes sommatoires ne 
doivent affecter que.les coordonnées a, b, c, et nullement les 
quantités £/, »!, etc. Ainsi on aurar, après le développement, 

S(dE+dr+dé)m 

= d P'S (be) m + dQS (a-c) m+ dR'S (a'+b°) m 
— ədPdQSabm — 2dPdR Sacm° — 2dQdR Sbcm 
+ 2d P S (bde—cdb)m +-2dQ S(cda—adc) m-+2dR S (adb—bda)m 
+ S (da + db* + dc*)m ; 

S (dn — ndg) m = ¢'dr + £"dA + "dA, 

S (čdg — dg) m = » dt + n"dA + n"dA, 

S (xdg —,¢dn) m = E'dt + E"dA + E"dA; 


en faisant pour abréger , 
dr = dPS(b+c)m— dQ Sabm —dR Sacm +S (bdc—cdb) m, 
da = dQ S(a’+c*)m — dP Sabm — dR Sbem +S (cda—adc) m, 
dA = dR S(a’4+-b°)m — dP Sacm — d QSbcm +S (adb—bda) m; 
et il est bon de remarquer que les valeurs des quantités dI , dA , dA 
sont les différences partielles de la valeur de + S(d£*+-dn°+-d£) m 
relatives aux variables dP, dQ, dR. 

Si on diférentie les trois dernières équations , on aura les valeurs 
des formules 


S(Ed'n—nd'£)m, S(Cd£—Edé)m, S(nd'£—{dr)m, 
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qui entrent dans les équations générales pour le mouvement d’un 
système quelconque de corps, autour de son centre de gravité 
ou d’un centre fixe, que nous avons données dans l’article 7 de la 
troisième section. 

Ces équations deviendront a ainsi, en substituant pour les différen- 
tielles de £’, £”, etc., les valeurs de Particle 15, 


¿č (d.dr—dAdR+dAdQ) 

Su #(d.dA=dAdP+ATAR ) 
+ ¢" (d.da—drdQ+dAdP) + 8 (gY—1X)m = 0, 

x (d. dr —dAdR+dAdQ) 

+ w'(d.dA—dAdP+dTdR) 
+ n" (d.dh—dTdQ+dAdP) + S (EX—EZ)m=0, 

£! (d.dT—dAdR+dAdQ) 

+ £"(d.dA—dAdP+dTdR) 
+ ¢"(d.da—drdQ-+dAdP) + S (nZ—{Y)m = 0. 


Si on ajoute celles-ci ensemble , après les avoir multipliées res- 
pectivement par €’, n’, £'; par ¢", n", E" et par ¢", n”, E”, et qu'on 
fasse pour me 


= CX + NY + CZ, 
EX + NY + CZ ; 
A E pn nY A Z, 


on aura, eù vertu des formules ags articles 2 et 5, les trois 
équations suivantes , 


d.dr — dAdR +.dAdQ = S(cY' —bZ')m, 
d.dA — dAdP + drdR = S(aZ' —cX')m, 
d.dA — drdQ + dAdP = S(bX! — aY')m, 


qui ont toute la généralité et la simplicité, dont la question est 
susceptible. 
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Autre fragment sur la rotation d’un système quelconque. 


Ainsi on a en général k 
dg’ dn’ dé = (cdQ — bd R -+ da) + (adR—cdP + db) 
-+ (bdP —adQ + dc) (pag. 227 }. 
Si les forces accélératrices ne dépendent que de la situation res- 


pective des corps, elles ne seront fonctions que de a, b, c. 
Faisant 


TE? LS (e) m + S(a° + ©) m+ CE b) m | 


dQ dR dP dR P dQ 
Sipo sé S bem — a Ea x Sa aom ar a X xSabm 
pey me pE adb—bda' 
+F S m rD, RS FO dt -Nm 
Er: Res a 


On aura, relativement aux variables dP, dQ, dR, 


SIr ip SAP +0 dd + A FR IIR = o, 
savoir (art. 15, p. 229) : 
= T5 T (AS P+dQSR—dRI Q) + ia (ds D ne da 
+ Ai (dSR+dPIAQ—AQIP)=40; 


d'où l’on tire les ikan 


ST 

dE — ig dR + HR PET 0, 
òT 

LG — sp dP + x R= o, 
ST 

d.k — HP dQ + NG dP = o, 
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savoir, en ES dP , dQ, dR en pdt, qdt, rdt, on aura 


+ (a Tr UON 
Hs dT d 
Ea gPa HO: (0) 
dT dT 
aoa gp) t = o, 


comme dans les équations (Z ) dans la page 245; mais ces 
formules- ci sont générales, quelle que soit la variabilité de 
43700; 

Ainsi on aura tout de suite l'intégrale 


++ D = 


Ensuite on aura aussi 


mais qui ne sera pas une différentielle complète à cause de la 
variabilité de a, b, c; mais on aura toujours, par le principe 
des forces vives, l'intégrale T- 27 = const., Z étant = STM , 
TI dénotant la fonction provenant des forces attractives (art. 54, 


Sect. III). 


Enfin, en multipliant ceséquations respectivement par dg’, dg", dg”, 
on aura en les ajoutant, 


dT na 11 
Ed TE + a ygd. E 
g 6 a a q” ) dt 
IL (pgr re) dt + DE (QE — pE") dt = o, 


ni 


savoir, à cause de dé! = ( r6" — q") dt, etc. (pag: 226), 
1 | 


Aiaia Sa 
“À y 


% | 
568 NOTE SUR LE MOUVEMENT 
dT ,dT „aT 
Mat ee £ -y = Const: = /, 


a dT 
et de même , Kra + 1! T -- Te = mM.. .(b). 


rar ar LE Ana 
CT He T=" 
On peut remarquer que ces équations sont celles de la conser- 
vation des aires; car on a (pag.227) 
d£ = £'da' + £"db' + £"dc' A 
dn = nda! + n"db! + n"de , 
Ak — £' da! ts c'db' BE ¿"'de!; 
de là 
gdn — ndg = (g'a 4 Ẹ"b + E"c) (wda + ndh + nde") 
a (n'a + nb + n'c) (£'da!+£"db + £"de') 
= (adb'—bda')£"— (adé —cda') "+ (bdc—cdb") &’, 
Ed’ nr tdg Bi (E'a + £"b + gc) (Cda! + £"db + dc) 
— (La F Ch Ce) (Eda'+E"db'+E"dc) 
—— (adb—bda )n"+(adc—cda’)n"—\ bdc'—cdb')", 
ndg — Edn = (n'a + nb + nc) (da + £'db'+ dc) 
— (Ca +ib + gc) (nda + n'db'+ nde’) 
= (adb'—bda!)£"—(adc'—cda')£"+ (bdc'—cdb') €’. 
Or en prenant les sommes on trouve que 
2 S dt = S (bde — cdb' ) m, 
de dt = S (cda' — adc') m, 
dt = S (ad — bda') m; 
de 
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de là on aura donc aussi 


dT 


D =E + mn + ni! 
= IE -+ Lo HAS. (0) at 
dT 


Ta == IE mn + ne" 


el si on substitue les valeurs de p , g, 7, tirées de ces équations, 
dans l'équation T- 7 = const., on aura une équation finie en 
£', n, etc., savoir , entre les angles @, 4 et w. 

Les itiôns (c) ci-dessus, sont les mêmes qui ont été trou- 
vées à la page 255, par une voie moins directe. 


Si maintenant on multiplie les équations (b) de la page précédente 
dL dM daN ` 
par > ar> ur > €t qu'on les ajoute, on aura par les formules de la 


page 225, à cause de Sey A qa =2 “ r=% 


dt ? 
; dT _ laL + mdM+ndN 
P a Hg T p+r NEE A MERE 
Mais nous ayons trouvé Féquation pd. W gd. gr + rd: =o, 


qui résulte des équations (a) MalGplies: par p, a r et ajoutées ; 


donc si on désigne par dT la variation de T relative à a, b, c 
seulement, on aura 


AT = GE dp TE 4 + Ge D Gr+ dTs 


donc ajoutant l'équation e ap on aura 
S e 
dT=d.(pp t4 Tr) + AT; 
donc ; 5 
de d T 
Pige IT += T — [dT + const. 
Mec. anal. Tom. II. 47 
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Mais le principe des forces vives donne T'+ 77 = const. ; donc 
on aura 
d d dT i 
Pr tI +r = K-T- F; 

donc 

d di 

mo . (K), 


lutna t” N = K— SAT — F.. 
et si a, b, c sont constantes, dT'= o ; et 7 sera constant s’il ne 
provient que de forces intérieures. 

L’équation (K) indique que la vitesse de rotation autour d'un 
certain axe fixe dans l’espace, est constante dans ce cas. En 
effet, puisque dans les formules de la page 225. dP, dQ, dR 
indiquent les rotations autour des, axes des coordonnées 4, b,c, 
et dL, dM, dN indiquant les rotations autour des axes des x, 
Y, Z, ils’ensuit que si on prend les premières pour dL, dM, 
dN , on pourra rapporter celles-ci à d’autres axes par rapport aux- 
quels elles deviendront (dL), (dM), (dN), la position des nou- 
veaux axes étant déterminée par des quantités £’, n’, etc. que je 
désignerai par (£/),(#), etc. On aura ainsi 

(dE) = (Ẹ') dL + E") dM + (Ẹ") dN, 
(dM) = (w) dL + (n°) dM + (7) AN, 
(dN) = (¢') dL + (¢") dM + C7) AN. 


Donc puisque (J + (£") + (£") = 1,si on met Été 
ci-dessus sous la forme 
dL dM daN 
atot” _ K—faT-y 
VE mn) = YFF mE? 


on pourra faire EU a CE) = ER sr 


DIN. n A 
(5) FR aura 
(L) _K—[dT—r 


de re ER 
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Ainsi la vitesse de rotation autour d’un axe fixe sera 
_K— SAT" 
VC++ n) 
elle sera donc constante lorsque A7 = o et que 77 sera cons- 


tant. 


Si les forces accélératrices dépendent de l'attraction d’un corps 
dont les coordonnées relativement au centre des coordonnées 
a,b,c, et parallèlement aux axes des £, n, €, soient x, y, Z, 
on aura 


a — ata et Z —=ST1Dm. 
V (zr + (y) HCz—0) 
Or; 
x + J'+r=r, ELLE e = a + b+ CET: 
donc 
Vin et P 
Or £ = af! DE" + c£!",etc.; donc... 
EHP ee à (aE yw) DE" gi at") 
+ c(x£" + yn + 2x"), 


7 
1 1 PERS, Gite) 
a rê 3 


Soit 
xE + yn + = 2, 
x -+ yn" + rhi = 
xg" -j= y! + Pa y, 
on aura 
1, abut o a+ b’ + c° 3 (an + bu + cr )* 
pe PS UE SU r Mini 
et (en ne retenant que le dernier terme), 
Fe Cr tue ik Ein y S AE EC a | He ai), 
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En payant toujours égard qu’au dernier terme, on aura 


dn cH 
Es 1 Ver 
eH aa 

da de 
a du S; dun 

db da 


3 b y 
Caa sat pto) (br — cu), 


3 (a> + bu + o 
ER ateta a), 


3 b cr 
= OT 0) (ou bA). 


Donc multipliant par Dm et intégrant, on aura 


S(b F — e )Dm= (0—8) w Has F(u) — Gua], 
s(a pms AAEE R EN 


S(a EE Dm= + 3 (B=Ajau H (wiy Gr — Far] 


Il faudra donc ajouter ces termes aux trois équations (<), qui 
deviendront par conséquent , 


2 
dT _,aT 


I 
tn AT 
re PT 
de 
dT 
p 1% + 


3 C— B)w +F — e) Har Gra] SEN 
EL LEN E ESE IEEE E 


pU» e o 


rí 


ezont »*) + Gør — Ex] Z 


De là nous tirerons les équations suivantes, 


ak G ++ eT) 


‘ dt 


tra + MT) 


d. eZ apte ee He) 


+ (P) E + (QE + (RE" = 0, 


+ (P) x+ (Q) n" + (R) W" = 0, 


+ (P) + (Q) LH (R) i = o, 


vo. 6 
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où (P), (Q), (R) désignent les parties des précédentes qui ne dé- 
pendent pas de p, q, T. 

Faisons pour abréger, F= o, G =o, H= 0; négligeons de 
plus, dans les premiers membres , les différences de <, B, C, 
on aura alors g SAD, T Sds i = Ar, et nos équations 
deviendront 


° dt ZELE — B) urk + (A — C) àv + (B — A) ruk" ] 
aM 

dt BE(C— B) urs + (A C) àr” Æ (B — A) rus] 
re + PNR SL ue NC D Or SE o 
ma 

AE BCB ACO E + (8 = AE) 
ET DA + D M HMS RICA NS un CT O: 


Faisant encore = B , on aura 


dL 
Ah 3 s mm. Iii, 
nl O S G Je” Z)» = 0, 
i t +5 (C— 4) (En — Ex) y TROY 
AEN 


— E + $ (0—4) ("x —Ẹ"y )v = o. 


téosnsoreesene CARE) e.tre. cotes. ecese. og 


FIN DU DEUXIÈME ET DERNIER TOME» 


2 


E S AE E E E 
LISTE 
DES OUVRAGES DE M. LAGRANGE(*). 
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3 Tome IV: 
Solution d'un Problème d'Arithmétique. 
Sur l'intégration de quelques Équations différentielles où les indéterminées sont 
séparées, mais dont chaqué membre en particulier n'est point intégrable. 
Sur la Méthode des Variations. 
Sur le Mouvenient d'un corps attiré vers deux centres fixes, premier et deuxième 
Mémoires. x 


Tome V. 
Sur la figure des Colonnes: 


Sur l'utilité de la méthode de prendre un milieu entre les observations, 
MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE TURIN. 
Année 1784. — 85, 1'° partie, 


Sur la percussion des Fluides. 
2° partie. 


Nouvelle Méthode de Calcul Intégral, pour les différentielles affectées d'un ra= 
dical quarré sous lequel la variable ne passe pas le 4° degré. 


MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE DE BERLIN. 
z Tome XXI, année 1765. 
Sur les Courbes tautochrones. 
Tome XXII , année 1766. 
Sur le passage de Vénus, du 3-juin 1769 (ou sur les Parallaxes ). 


Tome XXII, année 1767. 


. 
Sur la solution des Problèmes indéterminés du second degré, 
Sur la résolution des Équations numériques. 


A Tome XXIV, année 1768. 
Additions au Mémoire sur la résolution des Équations numériques. 
Nouvelle Méthode pour résoudre les Problèmes indéterminés , en nombres entiérs, 
Nouvelle Méthode pour résoudre les Équations littérales , par le moyen des séries, 
Tome XXY , année 1769. 


Sur la force des Ressorts pliés. 
Sur le Problème de Képler. 
Sur l'Élimination. 
NOUVEAUX MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE BERLIN, 
Année 1770: 


Nouvelles réflexions sur les Tautochrones, 
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Démonstration d'un Théorème d'Arithmétique. 
Réflexions sur la résolution algébrique des Équations. 


Année 1771. 


Démonstration d'un Théorème nouvea concernant les Nombres premiers. 
Suite des réflexions sur la résolution algébrique des Équations. 


Année 1772. 


Sur une nouvelle espèce de Calcul relatif à la Différentiation et à l'Intégration, 
Sur la forme des Racines imaginaires des Équations. 

Sur les Réfractions astronomiques. 

Sur l'intégration des Équations aux différences partielles du premier ordre. 


Année 1773. 


Nouvelle solution du Problème du Mouvement de rotation d’un Corps. 

Sur l'attraction des Sphéroïdes elliptiques. 

Solutions analytiques de quelques Problèmes sur les Pyramides triangulaires. 

Recherches d’Arithmétique. 

Année 1774. 
Sur les Intégrales particulières des équations différentielles. 
Sur le mouvement des Nœuds des orbites des Planètes, - 
Année 1775. 

Recherches sur les Suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs ma- 
nières différentes , ou sur les Équations linéaires aux différences finies partielles $ 
et sur l'usage de ces Équations dans la théorie des hasards. 

Addition au Mémoire sur l'attraction des Sphéroïdes, elliptiques. 

Suite des Recherches d’Arithmétique imprimées dans le volume de 1775. 


Année 1776, | . 
Sur l’altération des moyens mouyemens des Planètes. 


Solution de quelques Problèmes d’Astronomie sphérique, par le moyen des séries, 
Sur l'usage des Fractions continues dans le Calcul intégral. 


Année 1777. 


Recherches sur la FAN AA du nombre des Racines imaginaires dans les 
équations littérales, 
Sur quelques Problèmes de l'Analyse de Diophante. 
Remarques générales sur le Mouvement de plusieurs Corps qui s'attirent. 
Réflexions sur l'Échappement. 
Année 1778. 


Sur le problème de la détermination des orbites des Comètes , premier Mémoire, 
— Second Mémoire, 
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Sur la théorie des Lunettes. 
Sur une manière particulière d'exprimer le temps dans les Sections coniques. 


Année 1779. 


Sur différentes questions d'Analyse relatives à la théorie des Intégrales particulières. 
Sur la construction des Cartes géographiques, premier Mémoire. 


— Second Mémoire. 
Année 1780. 


Théorie de la libration de la Lune. 
Année 1781, 

(1) Sur la théorie des Mouvemens des Fluides. 

Théorie des variations séculaires des élémens des orbites des Planètes, 1'e partie. 
Année 1782. 

(2) Théorie des variations séculaires , etc., 2° partie, 


Année 1783. 
Théorie des variations périodiques des Mouvemens des Planètes, 1°° partie. 
Sur les variations séculaires des Mouyemens moyens des Planètes. 
Sur la manière de rectifier les méthodes ordinaires d’approximation pour l'inté- 
gration des équations du Mouvement des Planètes. 
Sur une Méthode particulière d'approximation et d'interpolation, 
Sur une nouvelle propriété du Centre de Gravité, 
Sur le Problème de la détermination des Orbites des Comètes , troisième Mémoire. 


Année 1784. 
l'héorie des variations périodiques du Mouveméhnt des Planètes , 2° partie. 
Année 1785. 


Méthode générale pour intégrer les équations aux différences partielles du pre- 
mier ordre , lorsque ces différences ne sont que linéaires. 


Année 1786. 


Théorie géométrique du Mouvement des Aphélies , pour servir d'Addition aux 


Principes de Newton. 
Sur la manière de rectifier deux endroits des Principes de Newton, relatifs à la 
Propagation du Son et au Mouyement des Ondes. 


(1) On trouve dans PHistoire de cetie année, page 17, un Rapport de Lagrange sur une 
Quadrature du Cercle, 


(2) Rapport sur un moyen proposé pour connaitre la figure de la Terre ( Histoire , page 35). 


Mec, anal, Tom, IL. 48 


. 
376 g LISTE DES OUVRAGES 
Année 1787. 


(M. Lagrange présente à l'Académie de Berlin , la Détermination des Variations 
séculaires et périodiques des élémens d'Herschel, par M. Duval-le-Roi.) 


Année 1792 — 93. 


Sur une question concernant les Annuités. 

Recherches sur plusieurs points d'Analyse , relatifs à différens endroits des 
Mémoires précédens : 

1° Sur l'expression du terme général des séries récurrentes ; 

2° Sur l'attraction des Sphéroïdes elliptiques ; 

5° Sur la Méthode d'interpolation ; ; 

4° Sur l'Équation séculaire de la Lune. 

(M. Lagrange présente une Addition de M. Duval-le-Roi à son Mémoire sur les 


Variations des élémens d’'Herschel ). 


Année 1803, 


Sur une loi générale de l'Optique. 


RECUEILS DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES DE PARIS. 
MÉMOIRES. 
Année 1772 , 1°'"* Partie. 


Recherches sur la manière de former des Tables des Planètes d'après les ob- 
servations. ( Ce Mémoire roule principalement sur les Suites récurrentes. ) 


Année 1774. 
Recherches sur les Équations séculaires du Mouvement des Nœuds et des incli- 


naisons des Orbites des Planètes. 
PRIX. 


Tome IX. 


Recherches sur la libration de la Lune , année 1764. (C’est là où M. Lagrange 
a employé pour la première fois le principe des Vitesses virtuelles.) 

Recherches sur les inégalités des Satellites de Jupiter , année 1766. 

Essai d'une nouvelle méthode pour résoudre le Problème des trois corps, année 1772. 


T 
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SAVANS ÉTRANGERS. 
Tome VII, 
Sur l'Équation séculaire de la Lune. 
Tome X. 


Recherches sur le dérangement d'une Comète qui passe près d'une Planète, 


INSTITUT DE FRANCE. 
MÉMOIRES DE LA PREMIÈRE CLASSE, 


Année 1808, 


Sur la Théorie des variations des élémens des Planètes, et en particulier des- 
variations du grand axe de leurs Orbites. 


Sur la Théorie générale des variations des Constantes arbitraires dans tous les 
Problèmes de la Mécanique, 


Supplément au Mémoire précédent. 
Année 1809. 


Second Mémoire sur la Théorie de la variation des Constantes arbitraires dans 
les Problèmes de Mécanique. 


MÉMOIRES INSÉRÉS DANS DES RECUEILS PARTICULIERS. 
JOURNAL DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 
Cinquième Cahier, Tome IT. 


Éssai d'Analyse numérique, sur la transformation des fractions. 
Sur le principe des vitesses virtuelles. 


= Sixième Cahier , Tome II. 


Discours sur l'objet de la Théorie des Fonctions analytiques. 
Solutions de quelques Problèmes relatifs aux -Triangles sphériques, avec une 
Analyse complète de ces Triangles. G 


Douzième Cahier, voyez Ouvrages. séparés. 
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Quinzième Cahier, Tome VIII. 


Éclaircissement d'une difficulté sipgulière qui se rencontre dans le Calcul de 
l'attraction des Sphéroïdes, peu différens d'une Sphère. 


SÉANCES DES ÉCOLES NORMALES, 


Leçons d’Arithmétique et d’Algèbre données à cette École en l'an II (1794-95). 


(Réimprimées dans la seconde édition du même Recueil en 1801, et dans les 
septième et huitième Cahiers du Journal de l'École Polytechnique, publiés 
en 1812, pour remplir une lacune dans les N” de ce Journal. ) i 


CONNAISSANCES DES TEMS. 


Année 1814; 
Sur l'origine des Comètes, 
Année 1817. 


Sur le calcul des Éclipses sujettes aux Parallaxes (Mémoire qui avait déjà paru 
en allemand, dans les Éphémérides de Berlin, pour l'année 1782.) 


Essai d'Arithmétique politique , imprimé dans une Collection de divers Ouvrages 
d’Arithmétique politique, par Layoiser , Lagrange et autres, publiée en l'an IV 
(1795—96) par M. Roederer. 


N. B. M. Carnot, étant Ministre de l'Intérieur , a fait acquérir au Gouvernement 
les Manuscrits qu'a laissés Lagrange ; et, sur son invitation , la Classe des Sciences 
Mathématiques et Physiques de l'Institut a nommé une Commission pour faire le 
choix de ceux qui se trouvent en état d'être imprimés : les autres seront classés 
et déposés à la Bibliothèque de l’Institut. 
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